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考虑圆弧修形和交错角的人字齿轮啮合行为分析
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摘要:针对人字齿轮制造加工导致左、右齿面存在不同程度的对称性偏差,以及传统轴向位移迭代

法受误差尺度限制的问题,以某型高速列车人字齿轮为研究对象,提出了一种新的轴向位移迭代方

法,并建立人字齿轮承载接触分析(LTCA)模型。该模型以有限元法和有限长线接触理论为基础,
在载荷-变形协调方程中考虑不同啮合点处螺旋角的差异,采用牛顿迭代法计算主动齿轮轴向位

移,通过LTCA模型分析了轮齿圆弧修形与齿面交错角对啮合激励和载荷分布的影响。研究结果

表明:牛顿迭代法可适用于含不同误差类型的人字齿轮LTCA模型,且小误差下牛顿迭代法比传

统迭代法的计算时间减少70%,圆弧修形量从2μm增至15μm,时变啮合刚度均值降低38%,啮

合误差均值提高39%;当输入扭矩为500N·m时,两侧齿面中部最大法向啮合力由100N增大到

370N;随着齿面交错角的增大,时变啮合刚度均值提高,啮合误差均值减小,交错角相位差从0增

加到π,时变啮合刚度、啮合误差的幅值分别降低了54%和79%。该研究结果可为人字齿轮啮合

稳定性的提高提供新思路。
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Abstract:Inresponsetotheasymmetricaldeviationsintheleftandrighttoothsurfacescausedby
themanufacturingandprocessingofdoublehelicalgears,aswellasthelimitationsoftraditional
axialdisplacementiterativemethodsduetoerrorscale,anewaxialdisplacementiterativemethod
isproposedbasedonacertaintypeofhigh-speedtraindoublehelicalgear.Aloadedtoothcontact
analysis(LTCA)modelisestablishedbasedonthefiniteelementmethod(FEM)andfiniteline
contactstheory.Itconsidersthedifferenceofhelixanglesondifferentmeshingpointsintheload-
deformationcoordinationequation.TheNewtoniterativemethodisusedtocalculatetheaxial
displacementofthedrivinggear.TheLTCAmodelisemployedtoanalyzetheeffectsofcircular
arcmodificationandtoothsurfaceinterferenceangleonmeshingexcitationandloaddistribution.
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TheresearchresultsindicatethattheNewtoniterativemethodissuitablefortheLTCAmodelof
doublehelicalgearswithdifferenttypesofdifferenttypesoferrors.Undersmallerrors,the
Newtoniterativemethodreducesthecalculationtimeby70%comparedtotraditionaliterative
methods.Withthearcmodificationincreasingfrom2μmto15μm,thetime-varyingmeshing
stiffnessdecreasesby38%,theaveragemeshingerrorincreasesby39%,andthemaximum
normalmeshingforceatthemiddleofthetoothsurfaceincreasesfrom100Nto370Nwhenthe
inputtorqueis500N·m.Asthetoothsurfacestaggerangleincreases,theaveragetime-varying
meshingstiffnessincreases,theaveragemeshingerrordecreases,andthephasedifferenceofthe
staggerangleincreasesfrom0toπ.Theamplitudeofthetime-varyingmeshingstiffnessand
meshingerrordecreasesby54%and79%,respectively.Theseresearchfindingsprovidenew
insightsforimprovingthemeshingstabilityofdoublehelicalgears.
Keywords:herringbonegear;loadedcontactanalysis;leadcrowningmodification;toothsurface

staggerangle;axialdisplacement;Newton’siterationmethod

  人字齿轮由两个螺旋角相同、旋向相反的斜齿

轮组成,由于具有高负载能力、传动平稳、无轴向力

等优点,因此被广泛应用于船舶与航空领域[1-2]。随

着我国高速列车运行速度的提升,高速列车传动系

统将传递更高频次的齿轮啮合力。为了消除斜齿轮

啮合的轴向分力对传动系统中关键部件力学性能的

负面影响,高速列车传动系统开始采用人字齿轮传

动方式,齿轮啮合过程中产生的周期性变化啮合激

励将影响传动系统的动态行为[3-6]。因此,分析人字

齿轮的啮合激励特征对研究高速列车传动系统振动

稳定性有着重要意义。
由于成本低、效率高,轮齿接触分析(TCA)模

型被广泛应用于分析齿轮啮合激励特征[7-10]。随着

研究不断深入,研究人员开始意识到扭矩对齿轮啮

合激励特征的影响。Litvin等[11]在TCA模型的基

础上发展并完善了轮齿承载接触分析(LTCA)模
型。方宗德[12]提出了考虑齿面几何形态的斜齿轮

LTCA模型,将齿轮几何分析与力学分析进行了有

机结合。曹雪梅等[13]基于弧齿锥齿轮的LTCA模

型,提出了承载传动误差简化计算公式,并通过与有

限元法计算结果的比较,证明了其合理性。马登秋

等[14]基于几何接触分析、有限元法和承载接触分

析,研究了齿面修形对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮承

载接触特性的影响。
与斜齿轮啮合相比,人字齿轮LTCA模型需满

足轴向载荷平衡条件。王成等[15]将变形协调方程

与轴向力平衡方程、非嵌入方程联立,提出了考虑轮

辋结构变形和小轮浮动的人字齿轮LTCA数值计

算方法。王峰等[16]提出一种计算人字齿轮小齿轮

轴向窜动的方法,建立了考虑轴向窜动的人字齿轮

LTCA模型,分析了修形和负载对啮合刚度的影

响。刘玄等[17]根据轴向力差判断窜动方向优化轴

向位移迭代过程,分析了小齿轮轴向窜动和齿向修

形对载荷分布的综合影响。蒋进科等[18]针对单排

人字行星齿轮啮合,提出了考虑构件浮动的齿面承

载接触分析数值方法,更准确地反映了齿面分布力

系的耦合作用。受加工安装误差的影响,人字齿轮

左、右齿面存在一定的不对称性偏差。文献[19-20]
提出一种考虑齿距偏差的人字齿轮LTCA模型,研
究分析了长周期啮合激励对人字齿轮副动态响应的

影响。李纬国等[21]建立含对称度误差的人字齿轮

LTCA模型,分析了对称度误差对人字齿轮轮齿接

触和轴向振动的影响。Kang等[22-23]提出双斜齿轮

副齿面交错角概念,搭建了可自定义交错角的双斜

齿轮试验机,对双斜齿轮副准静态和动态行为进行

了实验和理论研究。李栋梁等[24]建立了含交错角

的人字齿轮模型,利用ROMAX软件分析了交错角

对人字齿轮副轴向力及动态性能的影响,但未研究

对轴向位移和齿面载荷分布的影响。目前,有关交

错角对人字齿轮副啮合激励与啮合行为影响的研究

较少,且尚未有考虑齿面交错角的人字齿轮LTCA
模型。同时,现有的人字齿轮轴向位移计算方法仅

考虑了小误差,未验证其是否适用于含齿面交错角

等大误差的人字齿轮LTCA模型。
鉴于以上分析,本文提出一种新的轴向位移迭

代方法,以某型高速列车人字齿轮为研究对象建立

人字齿轮LTCA模型。该模型考虑了主动齿轮轴

向移动和啮合点螺旋角变化,利用牛顿迭代法平衡

左、右斜齿轮副轴向载荷,精确计算含大齿面交错角

的人字齿轮法向啮合激励与轴向位移,同时考虑轮

齿圆弧修形的影响,通过模型揭示了轮齿圆弧修形

和齿面交错角对人字齿轮啮合激励的影响规律。
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1 人字齿轮承载接触分析模型

1.1 人字齿轮载荷-变形协调方程组

齿轮的啮合可以等效为两弹性圆柱体的接触过

程,通常认为是沿接触椭圆长轴方向的线接触。以

人字齿轮一侧斜齿轮副为例,假设外力P 作用下,
主、从动齿轮沿齿面的法向相对移动为δ,两弹性齿

面接触并产生变形,如图1所示,其中虚线为主、从
动齿轮齿面初始位置,实线为齿面啮合接触变形后

实际位置。将接触线离散为一系列接触点,则产生

变形的点满足变形协调条件

upi+ugi+εi =δ (1)
式中:upi、ugi 分别为主、从动齿轮在i点的弹性变

形;εi 为i 点的初始间隙;δ 为两齿轮的相对接触

位移。

图1 人字齿轮一侧斜齿轮副啮合示意图

Fig.1Illustrationofhelicalgearpairmeshingof
onesideofherringbonegear

传统齿面接触承载分析通过有限元法得到齿面

法向柔度系数,但计算精度和效率受网格密度的影

响。Vedmar等[25]提出将有限元法与局部赫兹接触

解析表达式相结合计算轮齿变形。Chang等[26]将

轮齿变形分为线性宏观变形和非线性局部变形,其
中前者与载荷之间为线性关系,可由有限元子结构

法和二维插值得到的齿面宏观柔度系数表示;而每

个啮合点对应的局部有限长线接触弹性变形被认为

与载荷之间存在非线性关系[27],计算公式为

uci = fni
πliE*ln

6.59l3iE*(Rpi+Rgi)
fniRpiRgi  

E* = 1-υ2p
Ep

+1-υ2g
Eg  -1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

式中:uci为啮合点i处局部接触变形;fni为啮合点i
处的法向啮合力;li为啮合点接触线长度;E*为线接

触材料参数,与主、从动齿轮材料的弹性模量Ep、Eg

及泊松比υp、υg有关;Rpi、Rgi为主、从动齿轮啮合点i
处的法向曲率半径。式(1)可以改写为

∑
k

j=1

(λpij +λgij)fnj+uci+εi =δ (3)

式中:k为该时刻左、右斜齿轮副上的啮合点总数;

λpij、λgij 为主、从动齿轮上啮合点j对啮合点i的宏观

变形柔度系数;fnj 为啮合点j处的法向啮合力。
根据几何关系将轴向移动叠加到初始间隙中,

由承载接触变形条件和力平衡条件,可得某一啮合

时刻下人字齿轮副载荷-变形协调方程组,表示如下

-λnfn-uc+d+δ=ε
ITfn =Fn

FaL =FaR
di =0,fni>0
di>0,fni =0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

式中:λn 为齿轮整体柔度矩阵;fn 为啮合点法向啮

合力向量;uc 为接触点局部接触变形向量;d为啮合

后接触点的剩余间隙向量;δ为两齿轮相对接触位

移向量;ε为接触点初始间隙向量;I为各分量均为1
的列向量;Fn 为总啮合力;FaL、FaR 为左、右斜齿轮

副轴向力。利用两层迭代法求解式(4),得到该啮合

步下的载荷分布、静态传递误差及轴向位移,再由啮

合前后变形协调关系,得到斜齿轮副啮合刚度和综

合啮合误差[26]。
人字齿轮副啮合面及啮合点的分布如图2所

示。图中给出了人字齿轮左、右斜齿轮副啮合面,面
内离散点为啮合点。Pbt 为基圆齿距,表示某一啮合

时刻下相邻轮齿啮合线沿y轴方向的距离,其内的

啮合线代表一个啮合周期,包含三齿啮合和双齿啮

合两部分。对啮合周期内的每条啮合线进行承载接

触分析,并将同一啮合时刻的左、右斜齿轮计算结果

相加,可得到人字齿轮时变啮合激励。值得注意的

是,提取柔度系数时是对整个人字齿轮进行有限元

建模,因此λn 同时包含左、右两个斜齿轮,且各斜齿

轮柔度矩阵之间存在耦合矩阵。

图2 人字齿轮副啮合面及啮合点分布

Fig.2Distributionofmeshingpointsonherringbonegear

1.2 人字齿轮轴向力计算

斜齿轮啮合受力分析如图3所示,其中圆周力

pt、法向力pn 和轴向力pa 的计算公式分别为
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pt=T1/R
pn =pt/(cosαncosβ)

pa=pncosαncosγ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

式中:T1 为齿轮扭矩;R 为分度圆半径;β为分度圆

螺旋角;αn 为法面分度圆压力角;γ为轴向夹角。

图3 斜齿轮啮合受力分析示意图

Fig.3Illustrationofmeshingforceonhelicalgear

螺旋角通常是指斜齿轮分度圆螺旋角,但实际

上齿面不同啮合点的螺旋角并不完全相同。由于齿

面是等距螺旋面,斜齿轮齿廓上任意圆的螺旋角和

分度圆螺旋角满足以下关系

tanβk =Rk

Rtanβ
(6)

式中:βk、Rk 分别为齿廓上任意圆的螺旋角和半径。
渐开线斜齿轮啮合面与两齿轮的基圆相切,啮合

线与齿轮轴向夹角为螺旋角,啮合过程如图4所示,
其中平面N1N2N3N4 为理论啮合面,平面B1B2B3B4
为实际啮合面。主动齿轮从靠近齿根处的B1 点进入

啮合,随着齿轮转动,齿面上形成与轴线夹角为螺旋

角的啮合线,最后在靠近齿顶处的B3 点啮出。以B1
为原点建立啮合面局部坐标系OMXMYM,啮合点m的

坐标(Xm,Ym)可根据图2插值得到。m'点为m 点在

B1B2 连线上的投影,定义lpg 为点Op 到Og 的距离,l1
为点N1 到B1 的距离,根据几何关系可得m'点距主

动齿轮基圆圆心Op 的距离Rm'p 为

Rm'p = R2
pb+(l1+Y2

M)

l1 =lpgsinαtp- R2
ga-R2

gb (7)

式中:Rpb为主动齿轮基圆半径;αtp为主动齿轮基圆

端面压力角;Rga、Rgb 为从动齿轮齿顶圆半径和基圆

半径。啮合点m 对应的螺旋角和轴向夹角分别为

βm =arcRm'p

Rtanβ  (8)

γm = π
2-βm (9)

  假设某一啮合时刻下人字齿轮左侧斜齿轮副啮

合点数为kL,右侧斜齿轮副啮合点数为kR,则轴向

力平衡方程可写为

∑
kL

i=1
fnicosαncosγi =∑

kR

j=1
fnjcosαncosγj (10)

图4 斜齿轮啮合进程示意图

Fig.4Illustrationofthemeshingprocessofhelicalgear

1.3 人字齿轮轴向位移计算

为保证含大误差人字齿轮承载接触模型收敛,
本文基于传统迭代方法[16],进一步采用牛顿迭代

法,提出了一种考虑齿面交错角的轴向位移计算方

法。牛顿迭代法基本思想是:根据Taylor展开将非

线性方程转化为线性方程,利用切线逐步逼近曲线,
找到函数的0点。定义轴向移动量为ηz,轴向移动

会导致每个啮合点的啮合力变化,故轴向力差ΔFa
可认为是ηz的函数,求解的非线性方程为

ΔFa(ηz)=FaL(ηz)-FaR(ηz)=

∑
kL

i=1

(fnicosαncosγi)-∑
kR

j=1

(fnjcosαncosγj)=0

(11)

  由于ΔFa(ηz)的导数无法直接求解得到,因此

采用割线斜率K 代替函数局部导数

K =ΔFan -ΔFa(n-1)
ηzn -ηz(n-1)

,n≥1 (12)

收敛条件为

ΔFa(ηz)
FaL(ηz)+FaR(ηz)<

0.0001 (13)

  给定初始轴向移动量ηz0,根据式(4)计算初始

轴向力差ΔFa0,然后采用传统迭代方法得到第一次

迭代结果ηz1 和ΔFa1,之后根据这两次结果结合式

(12)进行迭代计算,表示为

ηz(n+1)=

ηzn - ΔFan
(ΔFan -ΔFa(n-1))/(ηzn -ηz(n-1))

,n≥1

(14)
直至轴向力差ΔFa 满足收敛条件后,输出轴向位

移。其计算流程如图5所示。
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图5 牛顿迭代法计算轴向位移流程图

Fig.5CalculationflowchartofaxialdisplacementbyNewton’siterationmethod

  本文以不同的对中误差和某一交错角为例,从小

误差和大误差两个方面比较两种方法的计算效率与

应用范围。取对中误差为1、5、10μm,两种方法计算

结果的对比如表1所示。可以看出,小误差情况下两

种方法的计算结果基本一致,牛顿迭代法比传统迭代

法计算时间降低了约70%,且用时更稳定。
表1 不同对中误差下牛顿迭代法与传统迭代法计算

结果的对比

Table1ComparisonbetweenresultsofNewton’siteration

method and traditional method under different

symmetryerror

对中误差/

μm

平均轴向位移/μm 计算时间/s
牛顿

迭代法

传统

迭代法

牛顿

迭代法

传统

迭代法

1 1.20 1.20 0.50 1.50
5 6.20 6.20 0.78 2.30
10 12.30 12.33 0.75 3.10

进一步分析含交错角人字齿轮LTCA模型,两
种方法的轴向位移和轴向力差计算结果对比如图6
所示,其中横坐标为无量纲时间轴,代表啮合进程,

T 为齿轮一个啮合周期,与啮合频率互为倒数。从

图6(a)可以看出,在啮合前期,两种方法的计算结

果基本一致;到了啮合后期,传统迭代法计算的轴向

位移始终趋近于0。由图6(b)可知,此时仍存在约

800N的轴向力差,传统迭代法无法令含交错角人

字齿轮LTCA模型收敛。根据牛顿迭代法计算结

果可知,在整个啮合周期,主动齿轮表现为左右往返

移动的运动状态,轴向力差波动范围为0~0.02N,满
足式(13)的收敛条件,即轴向力平衡条件。通过以

上对比可以看出,相较于传统迭代法,牛顿迭代法的

适用性更好,且在小误差情况下计算效率更高。

(a)轴向位移
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(b)轴向力差

图6 采用不同迭代法得到的轴向位移及轴向力差结果

对比

Fig.6Comparisonofcalculationresultsofaxialdisplacement
andaxialforcedifferenceusingdifferentiterativemethods

2 考虑修形和交错角的承载接触分析

图7 斜齿轮圆弧修形示意图

Fig.7Illustrationofleadcrowningmodificationofhelicalgear

2.1 圆弧修形

轮齿修形是改善齿面载荷分布状况、提高齿轮

传动承载能力的主要方法,也是影响齿轮啮合行为

的重要因素之一。为避免高速重载工况下齿面边缘

应力集中,以及齿轮和支撑轴变形所导致的载荷沿

齿向分布不均现象,高速列车齿轮通常需要进行齿

向修形。常见的方法有圆弧修形、螺旋线修形、曲面

修形等,虽然实际误差并非按圆弧曲线分布,但综合

考虑修形方式对载荷分布和加工工艺的影响,实际

应用中常采用圆弧修形。圆弧修形示意图如图7所

示,其中z轴为齿轮轴线方向,Ci 为齿面上任一点

的圆弧修形量,r为圆弧半径,Li 为该点到齿面中心

线的距离,βb 为基圆螺旋角,Cmax 为最大圆弧修形

量,B 为齿宽。由图可见,修形量沿齿宽方向从齿面

中部向齿面端部逐渐增大。虽然修形能够改变齿面

接触区域和接触线长度,但不会改变接触形式,人字

齿轮左、右斜齿轮副仍为线接触。

若B1B2B3B4 为理论齿面,B'1B'2B'3B'4为修形后

齿面形状,M1M2 是齿面沿齿宽方向上的中心线。修
形后,齿面上任一点的齿向修形量Ci 和圆弧半径r
应满足如下关系

Ci =r- r2- Li

cosβb  
2

r2 = (r-Cmax)2+ B
2cosβb  

2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(15)

  线性宏观变形为轮齿和轮辋的整体弯曲、压缩

和剪切变形,由有限元模型得到的柔度系数主要与

齿轮整体结构有关[28],故齿向修形对结构柔度系数

的影响可以忽略,只需将接触点圆弧修形量Ci 叠加

进该点初始间隙εi,再代入载荷-变形协调方程,即
可得到考虑圆弧修形的承载接触分析模型。

2.2 人字齿轮交错角

定义理想状态下,左、右斜齿轮相同位置的轮齿

在实际情况下的角位置差为人字齿轮齿面交错角

Γs。含不同交错角的人字齿轮示意图如图8所示,其
中p为分度圆齿距。对于齿数为N的人字齿轮,交错

角取为0~π/N,对应齿距为0~p/2。

(a)Γs =π
/2
N
,25%交错 (b)Γs = π

N
,50%交错

图8 含不同交错角的人字齿轮示意图

Fig.8Illustrationofherringbonegearwithdifferentstagger

angle

交错角、交错角相位差及交错比例的关系如表2
所示。

表2 交错角、交错角相位差及交错比例的关系

Table2Relationshipbetweenstaggerangles,stagger-phase

angledifferenceandstaggerproportion

交错角Γs 交错角相位差γs 交错比例/%

π/4N π/4 12.5

π/2N π/2 25.0

3π/4N 3π/4 37.5

π/N π 50.0
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  由图2可知,啮合线在基圆齿距上等间隔分布,
因而可以通过控制左、右斜齿轮副啮合线间的距离,
得到含不同交错角的人字齿轮承载接触模型。沿基

圆齿距Pbt划分K =2n条啮合线,定义交错角控制

参数L为[0,n]间的正整数,当左侧斜齿轮副啮合

线为第I(I=1,2,…,2n)条时,右侧斜齿轮副的啮

合线为第I+L条,当L=n时对应50%交错。由于

斜齿轮同时啮合的齿数通常为2或3,因此每个啮

合步下需同时考虑5个轮齿,按照齿轮旋转方向进

行编号:前齿为轮齿1、轮齿2(逐渐退出啮合),中齿

为轮齿3,后齿为轮齿4、轮齿5(逐渐进入啮合)。

3 圆弧修形对人字齿轮啮合行为影响

分析

  本文以某型高速列车人字齿轮副为研究对象,
基本参数如表3所示。

表3 人字齿轮副基本参数

Table3Basicparametersofherringbonegearpair

参数 主动齿轮 从动齿轮

齿数 37 82

模数 5 5

重合度 2.31 2.31

压力角/(°) 20 20

螺旋角/(°) 38.5,-38.5 -38.5,38.5

齿宽/mm 30 30

空刀槽/mm 10 10

图9 不同最大圆弧修形量下的轴向位移

Fig.9 Axialdisplacementunderdifferentmaximumlead
crowningmodificationamounts

3.1 圆弧修形对啮合激励的影响

以额定扭矩500N·m的高速列车为例,研究

圆弧修形对人字齿轮副啮合激励的影响。图9给出

了不同最大圆弧修形量Cmax 下,人字齿轮副轴向位

移的变化情况。

由图9可见,轴向位移随修形量的增大而增大,
当Cmax =15μm时,最大轴向位移为-8pm。由此

可知,圆弧修形对轴向移动影响较小,因而可以

忽略。
图10给出了不同最大圆弧修形量下,人字齿轮

时变啮合刚度km 和综合啮合误差em 随无量纲时间

的变化规律。可以看出,随着修形量的增加,km 呈减

小趋势,em 在双齿啮合区呈增大趋势,而在三齿啮

合区表现为先增大后减小;当Cmax=2μm时,km 在

三齿啮合区的中心处最大,随着修形量的增加,此处

的峰值逐渐变为谷值,同时双齿啮合区的km 逐渐高

于三齿啮合区域,并在中心处达到峰值,此时em 最

小。进一步统计km 和em 的平均值与幅值列于表4,
结果表明:随着Cmax 的增加,km 平均值逐渐降低,幅
值先减小后增大。这主要与啮合线长度有关,修形量

的增加使啮合点个数减少,平均啮合线长度降低;而

km 幅值受啮合线长度在三齿啮合区和双齿啮合区

分配的影响,当修形量较大时,啮合线主要位于双齿

啮合区,两区域啮合刚度差变大,故幅值增加。由
表4还可以看出,综合啮合误差em 的平均值和幅值

均呈逐渐增大趋势。

(a)时变啮合刚度

(b)综合啮合误差

图10 不同最大圆弧修形量下的啮合激励

Fig.10 Meshingexcitationsunderdifferentmaximumlead
crowningmodificationamounts
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表4 不同最大圆弧修形量下啮合激励的平均值与

幅值

Table4 Meanvalueandamplitudeofmeshingexcitations
underdifferentmaximumleadcrowningmodification
amounts

Cmax/μm
km/(kN·mm-1) em/μm

平均值 幅值 平均值 幅值

2 1622.15 282.67 1.61 1.94

4 1403.73 203.43 2.09 2.15

6 1263.28 303.84 2.18 2.27

8 1170.47 431.09 2.20 2.34

10 1104.83 422.13 2.22 2.45

15 1004.10 426.93 2.25 2.55

3.2 圆弧修形对载荷分布的影响

不同最大圆弧修形量下人字齿轮副的载荷分布

如图11所示。由图可见,两侧斜齿轮副的啮合进程

为从B1点进入啮合直至B3点退出啮合。当Cmax=2

μm时,啮入啮出位置靠近齿根和齿顶,齿面边缘法

向啮合力高于齿面中心,齿面载荷分布较为分散。随
着Cmax的增加,齿面边缘不再参与啮合,虽仍存在啮

合冲击,但载荷逐渐向齿面中部集中。随着Cmax 从2

μm增至15μm,齿面中部最大法向啮合力从100N
增加到370N左右。

(a)Cmax=2μm

(b)Cmax=4μm

(c)Cmax=6μm

(d)Cmax=8μm

(e)Cmax=10μm

(f)Cmax=15μm

图11 不同最大圆弧修形量下的法向啮合力分布

Fig.11Distributionofnormalforceunderdifferentmaximum

leadcrowningmodificationamounts

假设将啮合面划分为q条啮合线,每条啮合线

所受载荷与该齿承受总载荷[29]满足下式

L(x)= FNp(x)

∑
q

x'=1
FNp(x')

,x=1,2,…,q (16)
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式中:L(x)为齿面载荷分布系数;FNp(x)为啮合面

第x条啮合线所受载荷。
由式(16),可得到不同最大圆弧修形量下人字齿

轮一侧斜齿轮副的载荷分布系数曲线,如图12所示。

图12 不同最大圆弧修形量下的齿面载荷分布系数

Fig.12Distributioncoefficientoftoothsurfaceloadunder
differentmaximumleadcrowningmodificationamounts

由图12可知,随着Cmax 增加,齿根和齿顶处的

载荷分布系数逐渐为0,齿面中部的载荷分布系数

逐渐增大;Cmax 从2μm增加到6μm,齿面中部的最

大齿面承载系数显著提高;Cmax 增至6μm后,齿面

最大载荷承载区略微扩大,但载荷分布系数最大值

保持稳定,对齿面边缘承载的削弱作用越来越小。
这表明圆弧修形对齿轮承载特性的影响不是线性关

系,选取修形量时要综合考虑对齿面载荷分布系数

和时变啮合激励造成的影响。

4 齿面交错角对人字齿轮啮合行为

影响分析

4.1 轴向移动对轴向力的影响

为研究轴向移动对含交错角人字齿轮的影响,
在γs=π、牵引扭矩为500N·m、Cmax为5μm工况

下,分别进行轴向固定和轴向移动的承载接触分析。
图13展示了轴向固定和轴向移动下,含交错角人字

齿轮轴向力的变化情况。由图13(a)可见,轴向固

定下,两侧斜齿轮副的轴向力未达到平衡,最大轴向

力差约为1000N。由图13(b)可以看出,轴向移动

下,左、右斜齿轮副的轴向力相等,能够满足平衡条

件。综合以上分析可知,含交错角人字齿轮副啮合

过程存在轴向力不平衡现象,交错角带来的时变轴

向力差使小齿轮发生轴向移动,直至载荷分布满足

轴向力平衡为止。由此可以看出,轴向移动对含交

错角人字齿轮轴向力平衡有重要意义。

(a)轴向固定

(b)轴向移动

图13 轴向固定和轴向移动下含交错角人字齿轮的轴向力

Fig.13 Axialforceofherringbonegearwithstaggerangle

underaxialfixationandaxialmovement

图14 不同交错角下的轴向位移

Fig.14Axialdisplacementunderdifferentstaggerangles

4.2 交错角对啮合激励的影响

牵引扭矩为500N·m、Cmax为5μm工况下,计算

不同交错角下人字齿轮轴向位移变化情况,如图14
所示。由图可见,随着交错角的增加,轴向位移平均

值变大,波动程度逐渐剧烈,这是因为人字齿轮副交

错角越大,达到轴向力平衡所需的轴向位移越大。同

时,含交错角人字齿轮在啮合过程中呈现左右往返的

周期性轴向运动现象,结合图13可知,这是因为啮合

过程中产生了大小和方向均改变的时变轴向力差。
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在考虑轴向移动的基础上,进一步分析交错角

对人字齿轮啮合激励的影响。不同交错角下的时变

啮合刚度km 和综合啮合误差em 如图15所示。由图

可知,随着交错角的增大,km 平均值逐渐增大,em 平

均值逐渐减小,两者波动幅度均显著降低。经计算得

到,交错角相位差γs从0增大至π,km 平均值增加了

2.5%,幅值降低了54%;em 平均值降低了16%,幅
值降低了79%。由此可知,齿面交错角使左、右斜齿

轮副的啮合轮齿存在相位差,通过啮合补偿,显著降

低了时变啮合刚度和综合啮合误差的波动程度,提
高了啮合刚度平均值,减少了综合啮合误差的引入。

(a)时变啮合刚度

(b)综合啮合误差

图15 不同交错角下的啮合激励

Fig.15 Meshexcitationsunderdifferentstaggerangles

4.3 交错角对载荷分布的影响

从4.1节的分析可知,含交错角人字齿轮啮合

过程中,左、右斜齿轮副轴向力存在相位差,因此有

必要研究交错角对人字齿轮副齿间载荷分布的影

响。定义人字齿轮一侧斜齿轮副齿间载荷分配系数

LB(X)的表达式为

LB(X)=FN(X)/FN (17)
式中:X 为轮齿序号;FN(X)为某一啮合时刻轮齿

X 所受载荷;FN 为该时刻的总载荷。
假设右侧轮齿相对左侧转过交错角Γs,仅比较

分析含交错角人字齿轮右侧斜齿轮齿间载荷分配系

数。一个啮合周期内左、右斜齿轮副5个轮齿的载

荷变化情况如图16所示。

(a)0%交错时人字齿轮左侧斜齿轮的副载荷分配系数

(b)25%交错时人字齿轮右侧斜齿轮的副载荷分配系数

(c)50%交错时人字齿轮右侧斜齿轮的副载荷分配系数

图16 不同交错角下两侧斜齿轮的承载变化

Fig.16Loadvariationofhelicalgearsunderdifferentstagger

angles

由图16(a)可知,无交错角的左侧斜齿轮副的

啮合历程为:轮齿3开始进入啮合,轮齿1逐渐退出

啮合,轮齿2的载荷分配系数先变大后变小,主要承

载轮齿从轮齿2向轮齿3过渡。以左侧斜齿轮副为

标准,随着交错角的增加,右侧斜齿轮副的啮合进程

超前于左侧。对比图16(a)和(b)可知,25%交错时

右侧斜齿轮副的啮合进程超前左侧1/4周期,此时

的啮合历程为:轮齿1已完成啮合,进入轮齿2和轮

齿3共同承载的双齿啮合区,随着啮合推进,在3/4
周期时轮齿4进入啮合。对比图16(a)和(c)可知,

50%交错时右侧斜齿轮副的啮合进程啮合超前左侧

1/2周期,此时的啮合历程为:轮齿2开始退出啮

合,载荷分配系数逐渐减小,轮齿3载荷分配系数达

到最大,在1/2周期时轮齿4进入啮合。
由以上仿真结果可以看出,左、右斜齿轮副啮合

轮齿在啮合周期上的相位差与交错比例相同,啮合
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过程中,左、右斜齿轮副时变啮合激励得到相互补

偿,从而降低了人字齿轮整体的啮合激励时变性。

5 结 论

针对人字齿轮制造加工导致左、右齿面存在不

同程度的对称性偏差,以及传统迭代法受误差尺度

限制的问题,本文提出一种新的轴向位移迭代方法,
并以高速列车人字齿轮为研究对象建立人字齿轮承

载接触分析模型,综合分析了轮齿圆弧修形和齿面

交错角对人字齿轮啮合行为的影响规律,得到如下

主要结论。
(1)分析不同圆弧修形量下人字齿轮啮合激励

变化和载荷分布特征发现:圆弧修形量增加,时变啮

合刚度均值显著降低,而综合啮合误差均值逐渐增

大,修形量从2μm增至15μm,时变啮合刚度均值

降低38%,啮合误差均值提高39%。最大齿面载荷

分布系数随修形量的增加而变大,当圆弧修形量增

加至一定数值后,最大齿面载荷分布系数保持稳定。
选择最佳圆弧修形量应综合考虑啮合激励的波动和

齿面载荷分布情况。
(2)分析不同交错角下人字齿轮的啮合特性发

现:当存在交错角时,人字齿轮啮合过程中产生大小

和方向均改变的轴向力差,主动齿轮通过左、右往返

的周期性轴向运动平衡轴向力。当交错角相位差从

0增加到π,时变啮合刚度、啮合误差的幅值分别降

低了54%和79%,表明交错角使得左、右斜齿轮副

参与啮合轮齿间相互补偿,提高了时变啮合刚度均

值,减少了啮合误差的引入,有效降低了人字齿轮啮

合激励的波动幅度。
由上述结论可知,改变交错角可以使左、右斜齿

轮副产生的啮合激励得到合理性补偿,从而提升了

人字齿轮副的传动稳定性,这为研究系统传动的稳

定性提供了新思路。
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