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摘要:对于流动传热问题,控制方程对流项处理不当会导致模拟结果出现无物理意义的振荡或越

界现象。针对有限容积法对流项离散格式的稳定性和有界性开展深入研究,并提出了一种新的高

阶有界格式。在对流项离散格式稳定性方面,指出在均分网格条件下,边界相邻节点的对流稳定性

条件与内部节点不同,并给出了边界相邻节点处常见对流项离散格式的稳定性条件;指出绝对稳定

的SGSD格式权重系数计算方法不唯一,并给出了两种适合于强对流问题的权重系数表达式。在

对流项离散格式有界性方面,提出了高阶有界格式的通用分段线性形式———GHB格式(general
high-orderboundedscheme),可提高程序的通用性;高阶有界格式计算精度、收敛速率和健壮性等

性能互相制约,根据规正变量图中不同区域线型对这些性能的影响,提出了含有两个可调参数的性

能可控的高阶有界格式———AHB格式(adjustablehigh-orderboundedscheme);在此基础上,通过

优化参数得到了计算精度、有界性、收敛速率和健壮性兼顾的 ABC格式(accuracy,boundedness
andconvergencerate-balancedscheme),并通过多个典型算例验证了该格式计算性能。
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ABC格式
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Abstract:Fortheflowandheattransferproblems,improperdiscretizationoftheconvectionterm
inthegoverningequationmaycausethesimulationresultstobeoutofboundsoroscillateun-
physically.Inthispaper,thestabilityandboundednessofdiscreteschemesfortheconvection
termbasedonthefinitevolumemethodwerestudied,andanewhigh-orderboundedschemewas
proposed.Forthestabilityofdiscreteschemesfortheconvectionterm,theconvectionstability
conditionsofnodesadjacenttoboundarydifferfromthoseofinternalnodesbasedontheuniform
grid,andthestablerangeispresentedforthecommondiscreteschemes.Besides,thecalculation
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methodoftheweightcoefficientoftheabsolutelystableSGSDschemeisnotunique.Tothisend,

twocalculationexpressionsoftheweightcoefficientsuitableforthestrongconvectionproblem
wereprovided.Regardingtheboundednessofdiscreteschemesfortheconvectionterm,ageneral
piecewiselinearformofthehigh-orderboundedschemenamedGHBscheme(generalhigh-order
boundedscheme)wasproposed,favoringimprovingtheuniversalityoftheprogram.Besides,

basedontheideathatthecomputationalaccuracy,convergencerate,androbustnessofthehigh-
er-orderboundedschemearemutuallyrestrictedandrelatedtothelinesegmenttrendsinthenor-
malizedvariablediagram,anadjustablehigh-orderboundedscheme(AHBscheme)withtwoad-
justableparameterswasproposed.Furthermore,anABCscheme(accuracy,boundedness,and
convergencerate-balancedscheme)balancingaccuracy,boundedness,convergencerate,andro-
bustnessisobtainedbyoptimizingtheparametersintheAHBscheme,anditscomputationalper-
formanceisprovenbysolvingsomeclassicalproblems.
Keywords:stabilityofdiscreteschemesforconvectiveterm;boundednessofdiscreteschemesfor

convectiveterm;SGSDscheme;generalhigh-orderboundedscheme;ABCscheme

  有限容积法是数值求解工程流动传热问题的主

流方法。基于有限容积法进行控制方程离散时,若
对流项处理不当,可能导致模拟结果出现无物理意

义的振荡或越界现象。因此,对流项离散格式的性

质成为了有限容积法研究的重点[1-2]。对流项离散

常用的低阶格式有一阶迎风格式(first-orderup-
winddifference,FUD)、混合格式、指数格式和乘方

格式[3]。对于强对流问题,采用低阶格式计算稳定,
但存在假扩散,计算精度较低。二阶精度及以上的

高阶格式可以显著减轻假扩散现象[4],常见的高阶

格式有二阶迎风格式(second-orderupwinddiffer-
ence,SUD)、中 心 差 分 格 式 (centraldifference,

CD)和QUICK格式等。然而,采用高阶格式可能

由于不满足对流项离散格式的稳定性得到非物理意

义的振荡解[5],对流项稳定性分析是有限容积法高

阶格式研究的关键点[6]。SUD格式只涉及到上游

点,为绝对稳定格式,而CD格式、QUICK格式涉及

下游点,在网格贝克莱数较大时会产生数值振荡,即
为条件稳定格式[7]。此外,组合SUD、CD格式的

SCSD(stability-controllablesecond-orderdiffer-
ence)格式[8],通过调节SUD、CD格式的权重实现

稳定性可控。基于SCSD格式,Li等[9]提出了一种

通过网格贝克莱数大小调节SUD、CD格式权重的

SGSD (stability-guaranteed second-order differ-
ence)格式,该格式可根据当地网格贝克莱数调整权

重系数,使其自动满足对流项稳定性条件,兼顾了计

算精度和对流项的稳定性。权重系数的计算方法并

不唯一,不同权重计算方法对计算精度性存在影响,

但对此鲜有研究。此外,不同对流项离散格式的稳

定性条件由当地网格贝克莱数确定,对于与边界相

邻的节点,无论是采用内节点法还是外节点法,对于

均分网格由于界面与节点之间位置关系特殊,可能

导致稳定性条件与内部节点存在差异。但是,目前

对流项离散格式的稳定性分析均基于计算区域内部

节点,推导得出的对流稳定性条件对于与边界相邻

节点的适用性有待探讨。
绝对稳定的对流项离散格式可以避免产生非物

理意义的振荡解,但部分绝对稳定的离散格式并不

能避免越界现象(待求变量超出物理问题本身所规定

的物理量的上下限),即无法保证有界性。对流项离

散格式的有界性也是有限容积法研究的关键点[3]。
为了克服越界现象,已发展了多类方法,例如通量密

度修 正 法[10-12]、规 正 变 量 图(normalizedvariable
diagram,NVD)[13-14]和总变差减小法(totalvariation
diminishing,TVD)[15-17]等。基于规正变量图,Gaskell
等[18]提出了对流有界性CBC(convectionboundedness
criterion)准则,满足该准则的高阶格式被称为高阶有

界格式。经过几十年的发展,国内外学者们提出了多

种高阶有界格式,常见的有SMART[18]、MINMOD[19]、

HOAB[20]、SUPERBEE[21]、MUSCL[22]等。这些格式

在计算精度、收敛速率和健壮性上表现各异[23],如何

构造一种平衡各类性能的高阶有界格式值得探究。
对于上述有限容积法对流项离散格式在稳定性

和有界性方面存在的不足,本文采用理论分析和数

值试验相结合的方法开展研究:对于对流项稳定

性,探究与边界相邻节点的稳定性条件和SGSD格
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式的权重系数计算方法;对于对流项有界性,分析常

见的高阶有界格式特性,总结有利于编程实施的通

用表达形式,提出性能可控的高阶有界格式,并进一

步优化得到综合计算性能较优的高阶有界格式。

1 对流项离散格式的稳定性

若采用某一对流项离散格式得到的收敛解是不

具有物理意义的振荡解,则称该对流项离散格式是

不稳定的,否则是稳定的。本节主要针对与边界相

邻节点的对流稳定性条件以及绝对稳定的SGSD格

式权重系数计算方法进行说明。

1.1 与边界相邻节点的对流稳定性条件

本小节基于均分网格的一维常物性稳态无内热

源对流扩散问题进行对流项稳定性条件分析,边界

采用第一类边界条件。对流项离散采用的一阶迎风

格式和二阶迎风格式都是绝对稳定的,中心差分格

式和 QUICK 格 式 的 稳 定 性 条 件 分 别 为 PeΔ =

ρuΔx
Γ ≤2、PeΔ≤83

,其中PeΔ为网格贝克莱数,ρ为

密度,u为速度在x 方向的分量,Δx 为网格步长,Γ
为扩散系数。

上述稳定性条件仅适用于与边界不相邻的内

点。对于与边界相邻的节点,无论是采用内节点法

还是 外 节 点 法,边 界 面 上 对 流 通 量 (CD 格 式、

QUICK格式等)和扩散通量的表达式与其他内节

点不同,由此得到的边界相邻节点的对流稳定性条

件与其他内点不同。内节点法西边界面网格示意图

如图1所示。

图1 内节点法西边界面网格示意图

Fig.1Schematicofthegridatthewestboundary
basedonthecellcenteredscheme

将一维常物性稳态无内热源对流扩散方程

∂(ρuϕ)
∂x =∂∂x Γ∂ϕ∂x  (u>0)在边界邻点控制容积内

积分有

ρuϕe-ρuϕw = Γ∂ϕ∂x  e- Γ∂ϕ∂x  w (1)

式中:ϕ为待求变量;下标e、w代表东、西界面。

若对流项采用 QUICK格式,扩散项一阶导数

采用界面相邻两点近似,采用图1所示的均分网格,
则式(1)可离散为

ρu -13ϕw+ϕP+13ϕe  -ρuϕw =

Γϕe-ϕp
Δx -Γϕp-ϕw

0.5Δx
(2)

整理得

ρu+3ΓΔx  ϕp = 4
3ρu+2ΓΔx  ϕw+

-13ρu+ Γ
Δx  ϕe (3)

由正型系数法[3]可知,对流稳定性应满足

-13ρu+ Γ
Δx≥0

(4)

因此对流稳定性条件为 PeΔ≤3,与内节点采用

QUICK格式时的对流稳定性条件PeΔ≤83
不同。

式(2)中扩散项在边界面处一阶导数采用一阶

精度格式离散,而对流项中各界面处待求变量和东

界面处一阶导数采用二阶精度格式离散。为使得各

界面对流通量和扩散通量离散阶数相等,边界面处

一阶导数需采用三点近似的二阶格式,此时离散表

达式为

ρu -13ϕw+ϕp+13ϕe  -ρuϕw =

Γϕe-ϕp
Δx - Γ

Δx -83ϕw+3ϕP-
1
3ϕe  (5)

整理得

ρu+4ΓΔx  ϕp = 4
3ρu+ 8Γ3Δx  ϕw+

-13ρu+ 4Γ3Δx  ϕe (6)

由正型系数法可知,对流稳定性应满足

-13ρu+ 4Γ3Δx≥0
(7)

因此当边界处扩散项一阶导数采用二阶格式离散

时,对流稳定性条件为PeΔ≤4,依然与内节点的对

流稳定性条件PeΔ≤83
不同。

同理,推导了其他情况与边界相邻节点采用

CD格式、QUICK格式时的对流项稳定性条件,如
表1所示,表中上标1表示边界处扩散通量中的一

阶导数采用一阶精度,2表示采用二阶精度。由此

可知,与边界相邻节点的对流稳定性条件不仅与离

散格式相关,还与区域离散方式(内、外节点法)、界
面流速方向和边界法线方向相关。
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表1 与边界相邻内点的对流项稳定性条件

Table1Stabilityconditionsofdiscreteschemefortheconvec-

tiontermattheinnerpointadjacenttotheboundary

对流项离

散格式

内节点法(u>0) 外节点法(u>0)

与西边界

相邻内点

与东边界

相邻内点

与西边界

相邻内点

与东边界

相邻内点

CD1 PeΔ≤2 PeΔ≤2 PeΔ≤2 PeΔ≤1

QUICK1 PeΔ≤3 PeΔ≤2 PeΔ≤83 PeΔ≤1

CD2 PeΔ≤83 PeΔ≤83 PeΔ≤3 PeΔ≤32

QUICK2 PeΔ≤4 PeΔ≤83 PeΔ≤4 PeΔ≤32

以一维常物性稳态无内热源对流扩散问题为

例,验证内、外节点法内点与边界点的对流项稳定性

条件差异。物性参数ρ=1、Γ=1,计算区域L=1,
采用均分网格离散,网格数为15,左右边界条件分

别为ϕl=0、ϕr=1,通过调节流速(u>0)得到PeΔ 为

0.5、1.0、1.5、2.0、2.5、3.0的计算工况。扩散项采

用中心差分格式,对流项采用QUICK格式,边界处

扩散通量中的一阶导数采用一阶格式。采用内、外
节点法离散得到的计算结果如图2所示。由图2可

知,内节点法下的计算结果在PeΔ≥2.5时,靠近东

边界处出现振荡,与表1中内节点法东边界对流项

稳定性条件为PeΔ≤2相符。外节点法下的计算结

果在PeΔ≥1.5时产生振荡,与表1中外节点法东边

界对流项稳定性条件为PeΔ≤1相符。当前计算工

况下,东边界处内、外节点法产生振荡的PeΔ 均小

于内点的推导结果8
3
。因此,在进行对流项稳定性

判断时,需特别关注边界点,避免非物理意义的数值

振荡。

(a)内节点法

(b)外节点法

图2一维常物性无源项稳态对流扩散问题计算结果

Fig.2Simulationresultsofone-dimensionalsteadyconvec-

tionanddiffusionproblemwithoutsource

对流项稳定性条件是在理想和苛刻的条件下

得到的,事实上对流离散格式的稳定性条件受到

流动的维度、非线性、内热源和网格类型等多种因

素的影响,在流动与传热实际工程问题中使数值

解发生振荡的PeΔ 值往往比理想条件下得到的结

果大得多。

1.2 绝对稳定的SGSD格式权重计算

数值模拟计算中,为减轻假扩散的影响,对流项

推荐采用高阶格式进行离散。从物理意义上讲,大

PeΔ 表示离散的对流项影响较强、扩散项影响较弱,
采用绝对稳定的SUD格式离散较为合适;反之,小

PeΔ 表示离散的对流项影响较弱、扩散项影响较强,
采用条件稳定的 CD格式较为合适。据此,结合

SUD格式、CD格式的优点,文献[9]提出对强对流、
弱对流问题均适用的绝对稳定的SGSD格式

ϕf=βϕCD
f +(1-β)ϕSUDf ,β= 2

2+PeΔ
(8)

式中:ϕCDf 、ϕSUDf 分别为界面处CD格式、SUD格式的

离散表达式。式(8)对于交错网格和同位网格均适

用。SGSD格式中权重系数β随PeΔ 变化而自适应变

化,对流项和扩散项的影响通过PeΔ 反映到界面插值

中。可以证明,式(8)对流稳定性条件为PeΔ≤2
β

[8]

,

又有2
β
=2+PeΔ≥PeΔ 恒成立[9],因此SGSD格式

具有绝对稳定性。
为了减小假扩散并提高计算精度,王贤钢等[24]

提出了一种新的权重系数计算方法
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β= a
a+PeΔ

,
a=

(PeΔ)max
3

, (PeΔ)max≥6

a=2, (PeΔ)max<6 
(9)

式中:(PeΔ)max为计算区域中PeΔ 的最大值。相较

于原权重系数计算方法,该方法在PeΔ>6时增大

了CD格式的权重,但修正后的权重系数计算方法

并不满足绝对稳定性条件。

CD格式、SUD格式的截差首项系数不同,当满

足对流项稳定性时CD格式、SUD格式造成的计算

误差也不同,因此SUD格式、CD格式的权重配比

会影响SGSD格式整体的计算误差。本文以满足绝

对稳定性条件为前提,提出了两种权重系数计算

方法:
方法Ⅰ

β= 2
min(2/PeΔ,2)+4/3PeΔ

(10)

  方法Ⅱ

β= 2
3+PeΔ

(11)

由于PeΔ 较大时采用SUD格式较合适,相较于原权

重系数计算方法,方法Ⅰ在PeΔ 为1~5时增大了CD
格式的权重,大于5时减小了CD格式的权重;方法Ⅱ
整体上减小了CD格式的权重。下面以一维稳态有

源项对流扩散问题为例,对比不同权重系数计算方法

的差异。控制方程为∂(ρuϕ)
∂x =∂∂x Γ∂ϕ∂x  +S(u>0),

计算区域L=1,左右边界条件分别为ϕl=10、ϕr=20,
物性参数ρ=1、Γ=1,在均分网格下采用内节点法离

散,网格数为15,源项考虑两种情况S=0、S=800x。
扩散项一阶导数采用二阶格式,边界面采用二阶格

式,PeΔ 变化范围为1~15,流速u 由PeΔ 计算得

出,即u=PeΔΓ
ρΔx

。对流项离散界面上PeΔ 取值时的

特征长度为界面相邻两节点距离,对于内界面其

长度均为Δx,而对于边界面其长度为0.5Δx。将

计算结果与解析解之差绝对值的平均值定义为平

均误差,用 于 分 析 各 权 重 系 数 计 算 方 法 的 计 算

精度。
采用SGSD格式不同权重系数计算方法得到的

平均误差随PeΔ 的变化如图3所示。由图3可知:
当PeΔ 为1~2时,按误差从大到小排序为方法Ⅱ、
原权重系数计算方法和文献[24]方法、方法Ⅰ;当

PeΔ 为3~7时,排序为方法Ⅰ、方法Ⅱ、原权重系数

计算方法和文献[24]方法;当PeΔ 为7~9时,排序

为方法Ⅰ、原权重系数计算方法和文献[24]方法、方
法Ⅱ;当PeΔ>9时,排序为文献[24]方法、原权重

系数计算方法、方法Ⅰ、方法Ⅱ。综合来看,SGSD
格式原权重系数计算方法在较大PeΔ 取值范围内

并不是最优的,可根据问题需要进行选择。强对

流问题可采用本文所提权重计算方法Ⅰ、方法Ⅱ。

(a)S=0

(b)S=800x
图3 不同权重系数下计算平均误差随PeΔ 的变化

Fig.3ProfilesofaverageerrorwithPeΔfordifferentcalcula-
tionmethodsofweightcoefficient

2 对流项离散格式的有界性

本节主要总结常见对流项高阶有界格式的特

点,提出通用表达式和兼顾计算精度、收敛速率、健壮

性的高阶有界格式。

2.1 CBC准则

关于对流项有界性的讨论常基于规正变量的形

式,规正变量和规正空间坐标的定义为

􀭹ϕ= ϕ-ϕU

ϕD -ϕU
,􀭾x= x-xU

xD -xU
(12)

式(12)中下标U、C、D 和f 的相对位置关系及网格

空间坐标如图4所示。以规正的􀭹ϕf 为因变量、􀭹ϕC 为

自变量,做出的图线为规正变量图(简称NVD图)。
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图4 节点坐标及下标U、C、D 和f 的相对位置关系

Fig.4 Nodecoordinateandrelativepositionof
subscriptsU,C,D,f

对流项满足有界性的充分必要条件为在规正变

量图上满足CBC准则,具体表达式为

􀭹ϕf =f(􀭹ϕC)=0, 􀭹ϕC =0
􀭹ϕf =f(􀭹ϕC)=1, 􀭹ϕC =1
􀭹ϕC ≤􀭹ϕf =f(􀭹ϕC)≤1, 0<􀭹ϕC <1
􀭹ϕf =f(􀭹ϕC)=􀭹ϕC, 􀭹ϕC <0,􀭹ϕC >1

f(􀭹ϕC), 连续

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(13)

式(13)所示在规正变量图中对应的区域如图5中阴

影部分所示。在规正变量图中满足CBC准则的格

式称为有界格式。

图5 对流项有界性的CBC准则示意图

 Fig.5Schematicofboundednesscriteriaforconvection

term

常见对流项离散格式在均分网格下规正变量图

中的图线如图6所示。格式图线与纵轴的交点等于

该格 式 对 流 稳 定 性 条 件 的 倒 数,与 原 点 相 交 的

SUD、FUD格式为绝对稳定格式。图6中位于CD、

SUD格式之间的阴影区域可视作CD、SUD两种二

阶格式的组合,因此具有二阶截差精度。具有二阶

及以上截差精度并同时满足CBC准则的格式称为

高阶有界格式,可以证明高阶有界格式是绝对稳

定的格式。基于高阶有界格式的这些优点,建议

在工程实际问题中应尽可能采用高阶有界格式离

散对流项,以保证得到精度较高且具有物理意义

的数值解。

图6 均分网格下常见对流项离散格式的NVD图

Fig.6NVDplotoftypicaldiscretizedschemesforconvection

termintheuniformgridsystem

2.2 高阶有界格式通用表达形式

编程时采用规正变量的优势是通用性,将多种

高阶有界格式写为通用形式可极大方便多种格式的

实施和对比研究。常见的高阶有界格式为分段线性

函数,在规正变量图中折点在均分网格下从左到右

依次为(0,0)、(Ax,Ay)、
1
2
,3
4  、(Bx,By)、

(1,1),如图7所示,据此可推导得到均分网格下通

用高阶有界格式(generalhigh-orderboundedscheme,

GHB)

􀭹ϕf =

􀭹ϕC, 􀭹ϕC ≤0,􀭹ϕC ≥1
Ay

Ax

􀭹ϕC, 0<􀭹ϕC ≤Ax

3/4-Ay

1/2-Ax
(􀭹ϕC -Ax)+Ay, Ax <􀭹ϕC ≤ 12

By -3/4
Bx -1/2

(􀭹ϕC -12
)+34

, 1
2 <

􀭹ϕC ≤Bx

1-By

1-Bx
(􀭹ϕC -Bx)+By, Bx <􀭹ϕC <1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(14)
  GHB格式依据􀭹ϕC 得到􀭹ϕf,在交错网格和同位

网格中均适用,在均分和非均分网格中也均适用。
常见高阶有界格式对应的(Ax,Ay)和(Bx,By)在
均分和非均分网格下的值如表2所示,其中ABC格

式为本文所提格式。
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表2 常见高阶有界格式坐标点

Table2Coordinatesofcommonhigh-orderboundedschemes

格式
均分网格 非均分网格

(Ax,Ay) (Bx,By) (Ax,Ay) (Bx,By)

ABC 1
5
,3
5  7

12
,7
8  2x~C

5
,3x

~
C-5x~f+2x~Cx~f
5(x~C-1)  1

2
(x
~
C

x~f
+x~C),12

(1+x~f)  
HOAB 1

6
,1
2  3

4
,1  x~C

3
,2x

~
C-3x~f+x~Cx~f
3(x~C-1)  x~C(2-x~C-x~f)

x~C+x~f-2x~Cx~f
,1  

MINMOD 1
2
,3
4  1

2
,3
4  x~C,x~f  x~C,x~f  

MUSCL 1
4
,1
2  3

4
,1  x~C

2
,x
~
C-3x~f+2x~Cx~f
4(x~C-1)  x~C(2-x~C-x~f)

x~C+x~f-2x~Cx~f
,1  

SMART 1
6
,1
2  5

6
,1  x~C

3
,x
~
f(3x~C-1-2x~f)
3(x~C-1)  x~C

x~f
(1+x~f-x~C),1  

SUPERBEE 0,12  2
3
,1  0,x

~
C-x~f

x~C-1  x~C
x~f
,1  

图7 通用高阶有界格式示意图

Fig.7Schematicofgeneralhigh-orderboundedscheme

  上述高阶有界格式均可避免越界现象,但通过

数值试验发现,不同格式在计算精度、收敛速率和健

壮性方面存在较大差异。对于强对流问题,图线趋

近于二阶精度CBC区域的上边界时往往计算误差

较小。图7中线段OA、线段BP 的斜率对格式的计

算精度和健壮性起重要作用。大致趋势为线段OA
斜率越大,则计算精度越高,收敛速率降低,健壮性降

低;而线段BP斜率越大,则计算精度越低,收敛速率

越高,健壮性增强。据此,本文提出固定CD格式、

SUD格式型线上的两点 C,12C+
1
2  、23D,D  来

调节上述两处斜率,以适应于不同物理问题场景,而
其他区域取二阶精度CBC区域上边界,如图8所示。
将可调值C、D 代入式(14)中得性能可控的高阶有界

格式(adjustablehigh-orderboundedscheme,AHB格

式),表达式为

图8 性能可控高阶有界格式示意图

Fig.8Schematicofhigh-orderboundedscheme
withcontrollableperformance

􀭹ϕf =

􀭹ϕC, 􀭹ϕC ≤0,􀭹ϕC ≥1
1
2+ 12C  􀭹ϕC, 0<􀭹ϕC ≤C

1
2+12

􀭹ϕC, C<􀭹ϕC ≤ 12
3
2
􀭹ϕC, 1

2 <
􀭹ϕC ≤ 23D

1-D
1-2/3D

(􀭹ϕC -

2
3D)+D, 2

3D<􀭹ϕC <1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)
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AHB格式的非均分网格表达式为

􀭹ϕf =

􀭹ϕC, 􀭹ϕC ≤0,􀭹ϕC ≥1

1
2Cx~

C

x~
C-x~f

x~
C-1

+x~f-1
x~C-1  􀭹ϕC, 0<􀭹ϕC ≤2Cx~

C

x~C-x~f
x~

C-1
+x~f-1
x~C-1

􀭹ϕC, 2Cx~
C<􀭹ϕC ≤x~C

x~f
x~

C

􀭹ϕC,
x~C<􀭹ϕC ≤ (4D-3)

x~C
x~

f
-x~C  +x~C=n

(x~f/x~C)n-1
n-1

􀭹ϕC +1-
(x~f/x~C)n-1

n-1
, n<􀭹ϕC <1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(16)

  AHB格式中可调参数C值越小,对应于图7中

线段OA斜率就越大,均分网格下变化范围为[0,0.
5];D 值越大对应于线段BP 斜率越小,均分网格下

变化范围为[0.75,1.0]。以单阶梯突变的纯对流

问题为例对C、D 取值的影响进行说明,其控制方程

为∂(uϕ)
∂x +∂

(vϕ)
∂y =0。计算边界条件如图9所示,几

何区域大小为1×1,流速方向平行于45°对角线且在

整个区域大小相同,即u=v=1。变量分布在45°对
角线处会有阶梯突变。采用均分网格内节点法离散,
网格数为61×61,通过延迟修正方法实施高阶有界格

式,整场迭代初值为0,收敛标准基于残差的无穷

范数

Nerr=max ϕn+1-ϕn  (17)

式中ϕn+1、ϕn 为相邻两迭代步的待求变量向量。设置

迭代收敛标准为 Nerr≤1×10-8,最大外迭代次数为

5000。

图9 二维单阶梯突变纯对流问题示意图

 Fig.9Schematicofthetwo-dimensionalconvective

problemwithasharpinterface

为保证不同C、D 取值情况下,绝大部分区域均

可获得收敛解,松弛因子为0.1。平均误差、计算时

间随C、D 取值的变化如图10所示,其中平均误差

由x=0.5处中垂线待求变量结果获得。

(a)平均误差

(b)计算时间分布

图10 对于单阶梯突变纯对流问题,AHB格式可调参数C、

D 变化范围内的平均误差和计算时间分布

Fig.10 MeanerrorandcomputationtimeofAHBscheme

withvariousvaluesofadjustableparametersCandD

fortheconvectiveproblemwithasharpinterface
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  由图10(a)可知,当C 值越大、D 值越小时,平
均误差越大。另外从平均误差等值线可看出,C 值

变化对平均误差的影响更明显,这是由于在阶梯突

变处(􀭹ϕC,􀭹ϕf)大 致 取 在 线 段 OA 上 所 致。通 过

图10(b)可知,当C值越大、D 值越小时,计算时间

越短,并且当C值小于0.05或D 值取1时,会造成

无法收敛。综合来看,AHB格式的高精度和高计算

效率之间互相制约,可根据案例需求来调节C、D
取值。

基于图10所示计算结果,本文推荐C、D 取值

分别为1
5
、7
8
,并将得到的新格式命名为ABC格式

(accuracy,boundednessandconvergencerate-bal-
ancedscheme),均分网格下表达式为

􀭹ϕf =

􀭹ϕC, 􀭹ϕC ≤0,􀭹ϕC ≥1

3􀭹ϕC, 0<􀭹ϕC ≤ 15
1
2+12

􀭹ϕC, 1
5 <

􀭹ϕC ≤ 12
3
2
􀭹ϕC, 1

2 <
􀭹ϕC ≤ 712

3
10
􀭹ϕC +710

, 7
12<

􀭹ϕC <1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(18)

(Ax,Ay)和(Bx,By)在均分和非均分网格下的值分

别为 1
5
,3
5  、712,78  和 2x~C

5
,3x

~
C-5x~f+2x~Cx~f
5(x~C-1)  、

1
2

x~C
x~f
+x~C  ,12(1+x~f)  。

2.3 案例分析

为了说明本文所提ABC格式的特性,本节以多

个经典问题为例,对比分析其与 MINMOD、SMART、

HOAB、SUPERBEE、MUSCL,以及C=18
和D=1516

取值 下 的 AHB格 式(specialadjustablehigh-order
boundedscheme,简称SAHB格式)在计算精度、收敛

速率和健壮性方面的异同。如无特殊说明,最大亚松

弛因子选取的方法为从0.1开始,以0.05的增幅递

增,直至发散,取满足收敛的最大值。松弛因子越大,
健壮性越强。

2.3.1 单阶梯突变的纯对流问题

该问题计算参数与2.2小节单阶梯突变的纯对

流问题相同。松弛因子为0.2时各高阶有界格式在

x=0.5处中垂线的变量分布如图11所示。由图11
可知,MINMOD格式假扩散最严重,待求变量在阶梯

处平缓变化与解析解差距最大,SMART、MUSCL格

式与解析解的差距次之,SUPERBEE、SAHB、HO-
AB和ABC这4种格式均可较好地捕捉到阶梯突

变结果。表3给出了松弛因子为0.8、0.6、0.4、0.2
时各格式平均误差、迭代次数和计算时间,迭代次数

为5000表示该格式并未完全收敛。由表3可知,
各格式之间计算精度、收敛速率和健壮性差别较大,
且没有一种格式能在多个方面明显优于其他格式。
单阶梯突变纯对流问题采用不同高阶有界格式的平

均误差如图12所示,单阶梯突变纯对流问题采用不

同高阶有界格式的最大松弛因子如图13所示,可知

SUPERBEE、SAHB、HOAB和ABC格式计算精度

相对较高,但这些格式达到收敛标准对松弛因子的

要求较高,尤其是SUPERBEE格式,在测试中并未

收敛。在这4种计算精度相对较高的格式中,ABC
格式可获得的最大松弛因子为0.45,小于 HOAB
格式,但前者收敛过程更加稳定,所需的收敛时间明

图11 单阶梯突变纯对流问题中垂线计算结果

 Fig.11Variableprofileatthemid-verticallineforthe

convectiveproblemwithasharpinterface

图12 单阶梯突变纯对流问题采用不同高阶有界格式

的平均误差

Fig.12 Meanerrorofhigh-orderboundedschemesfor

theconvectiveproblemwithasharpinterface
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显小于后者,并且计算效率接近可取高松弛因子的

MINMOD、MUSCL格式,单阶梯突变纯对流问题

采用不同高阶有界格式的计算时间如图14所示。

图13 单阶梯突变纯对流问题采用不同高阶有界格式

的最大松弛因子

Fig.13 Maximumrelaxingfactorofhigh-orderbounded

schemesfortheconvectiveproblemwithasharp
interface

因此,ABC格式具有良好的收敛速率和健壮性,且计

算精度较高。计算时间为不同松弛因子下计算收敛

所需的最短时间,后文如无特殊说明,均与此相同。

图14 单阶梯突变纯对流问题采用不同高阶有界格式

的计算时间

Fig.14 Computation time of high-order bounded

schemesfortheconvectiveproblemwithasharp
interface

表3 单阶梯突变纯对流问题中各高阶有界格式计算性能

Table3Computationalperformanceofhigh-orderboundedschemesfortheconvectiveproblemwithasharpinterface

格式名称 平均误差
松弛因子0.8 松弛因子0.6 松弛因子0.4 松弛因子0.2

迭代次数 计算时间/s 迭代次数 计算时间/s 迭代次数 计算时间/s 迭代次数 计算时间/s

ABC 0.0122 5000 25.59 5000 25.02 381 1.99 751 4.64

HOAB 0.0106 5000 24.96 1906 9.80 2831 13.67 5000 24.85

MINMOD 0.0421 66 0.54 81 0.98 116 0.82 216 1.31

MUSCL 0.0254 121 0.78 161 1.21 236 1.32 461 2.60

SMART 0.0221 111 0.62 141 0.94 211 1.18 416 2.22

SUPERBEE 0.0093 5000 24.51 5000 24.36 5000 23.57 5000 23.82

SAHB 0.0101 5000 26.09 5000 26.94 5000 26.97 996 6.07

2.3.2 Smith-Hutton纯对流问题

第一个案例基于均匀流场进行分析,为对比不

均匀流场中不同高阶有界格式的计算性能,采用

Smith-Hutton纯对流问题进行研究。如图15所

示,几何区域大小为2m×1m,区域中存在旋转流

场,通过边界条件控制:下边界被分成左、右两部分,

左半边入口为第一类边界条件,变量分布满足双曲

正切函数ϕ=1+tanhα(1+2x)  ,其中α取40;

右半边出口为第二类边界条件,界面法向导数为0。

该问题的解析解为ϕ=1+tanhα(1-2x)  。采用

均分网格内节点法对计算区域进行离散,网格数为

120×60,求解方法与案例1相同。

图15 Smith-Hutton纯对流问题示意图

   Fig.15SchematicoftheSmith-Huttonconvection

problem
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  松弛因子为0.2时各高阶有界格式在右半部分

出口处的变量分布如图16所示。由于其解析解分

布为双曲正切函数,因此变量分布并非完全的阶梯

突变。由图16可知,该问题中各格式计算精度差异

与前两个案例大致相同,SUPERBEE、SAHB、HO-
AB和ABC格式的计算结果更接近解析解。表4
和图17~19给出了该问题中各格式的计算精度、收
敛速率和健壮性对比结果。不同于第一个算例,

ABC的计算精度、收敛速率、健壮性均优于HOAB、

MUSCL格式。MUSCL、SUPERBEE和SAHB格

式未完全收敛。
图16 Smith-Hutton纯对流问题出口变量分布

Fig.16 VariableprofileoftheSmith-Huttonconvection

problemattheoutlet

表4 Smith-Hutton纯对流问题中各高阶有界格式计算性能

Table4Computationalperformanceofhigh-orderboundedschemesfortheSmith-Huttonconvectionproblem

格式名称 平均误差
松弛因子0.8 松弛因子0.6 松弛因子0.4 松弛因子0.2

迭代次数 计算时间/s 迭代次数 计算时间/s 迭代次数 计算时间/s 迭代次数 计算时间/s

ABC 0.0052 5000 57.04 5000 56.75 496 5.68 986 11.21

HOAB 0.0062 5000 56.14 5000 57.61 5000 55.76 1531 17.27

MINMOD 0.0468 76 1.14 101 1.40 146 1.88 281 3.29

MUSCL 0.0224 5000 55.33 5000 57.34 5000 55.22 5000 56.55

SMART 0.0182 5000 56.71 5000 57.51 261 2.87 436 5.06

SUPERBEE 0.0039 5000 54.14 5000 55.72 5000 53.61 5000 53.66

SAHB 0.0028 5000 57.89 5000 60.04 5000 58.68 5000 57.24

图17 Smith-Hutton纯对流问题采用不同高阶有界格

式的平均误差

Fig.17 Meanerrorofhigh-orderboundedschemesfor
theSmith-Huttonconvectionproblem

 图18 Smith-Hutton纯对流问题采用不同有界格式的

最大松弛因子

 Fig.18 Maximumrelaxingfactorofhigh-orderbounded
schemesfortheSmith-Huttonconvectionproblem
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图19 Smith-Hutton纯对流问题采用不同高阶有界格式的

计算时间

Fig.19Computationtimeofhigh-orderboundedschemesfor
theSmith-Huttonconvectionproblem

2.3.3 顶盖驱动问题

上述两个案例均为二维纯对流问题,为了分析本

文所提出的高阶有界格式在三维对流扩散问题以及

非线性流动问题中的计算性能,本小节采用三维方腔

顶盖驱动问题对此进行研究。雷诺数为1000,所有壁

面均为无滑移,采用50×50×50的结构化均分网格对

计算区域进行离散。采用SIMPLE算法对该问题进行

求解,收敛标准为动量方程、连续性方程余量的二范数

分别小于6.0×10-6、1.0×10-10,对于收敛困难的SU-
PERBEE格式,动量方程收敛标准采用1.0×10-4。

本文采用文献[25]中z=0.5平面与x=0.5平

面相交线上的u方向速度的计算结果作为基准解,进
一步计算了相同网格节点位置处、不同格式计算结果

与基准解之间的相对差异,如图20所示。对比结果

表明,ABC格式平均相对偏差最小,HOAB格式、

SAHB格式次之。不同于上述给定流场问题,SU-
PERBEE格式无法收敛且计算精度最低。

图20 三维顶盖驱动问题采用不同高阶有界格式的相

对偏差

Fig.20 Relativeerrorofdifferentdiscreteschemesof
convectiontermforthethree-dimensionallid-
drivenflowproblem

计算时间对比结果如图21所示。由图21可以

看出,ABC与 MINMOD、MUSCL格式的收敛所需

时间均在1000s左右,且明显低于其他高阶有界格

式。此外,采用经典的 QUICK格式得到的计算时

间为922s,与ABC格式差异不大。

图21 三维顶盖驱动问题采用不同对流项离散格式的

计算时间

Fig.21Computationtimeofdifferentdiscreteschemesof
convectiontermforthethree-dimensionallid-
drivenflowproblem

采用不同对流项离散格式的最大松弛因子如图

22所示。由图22可以看出,采用 ABC、MINMOD
和 MUSCL格式时,亚松弛因子均可取到0.85,且
大于其他高阶有界格式。此外,采用 QUICK格式

的最大松弛因子同为0.85。这表明ABC格式具有

较高的求解健壮性。

图22 三维顶盖驱动问题采用不同对流项离散格式的

最大松弛因子

Fig.22 Maximumrelaxingfactorofdifferentdiscrete
schemesofconvectiontermforthethree-dimen-
sionallid-drivenflowproblem

综上,对于阶梯突变、Smith-Hutton纯对流和

顶盖驱动问题,所测试的现有格式均无法兼顾计算

精度、收敛速率和健壮性,且这些格式在不同问题下

的表现不同。为了进一步对比说明ABC格式在计
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算精度、收敛速率和健壮性方面的综合表现,以上述

3个算例为对象,对不同格式的计算精度、计算时间

和最大松弛因子进行分别排名,并以排名大小为分

数进行加权平均得到总分,总分越小意味着综合表

现越佳。为了提高对比的可靠性,分别采用两种不

同的排名方式和权重因子。两种排名方式为:①考

虑计算精度和计算时间因编程风格和计算机运行状

态不同而导致的差异,当两种格式差异较小时,认为

两者一致,并列排名;②不考虑编程风格和计算机运

行状态差异带来的偏差,直接根据计算精度和计算

时间的大小进行排名。两种权重因子为:①计算精

度、计算时间、最大松弛因子的权重取值分别为0.5、

0.25、0.25;②计算精度、计算时间、最大松弛因子的

权重取值均为1/3。不同排名方式下不同高阶有界

格式在3种经典算例中的计算性能排名如表5~8所

示,可知ABC格式虽然在不同问题中的计算精度、收
敛速率和健壮性的排名不同,但均整体表现最优,具
有求解精度高、收敛快、健壮性好的特点。

表5 各高阶有界格式计算性能对比(排名方式①,权重系数①)
Table5Computationalperformancescoreofhigh-orderboundedschemes(Rankingmethod①,weightcoefficient①)

格式名称

单阶梯突变排名 Smith-Hutton流动排名 顶盖驱动问题排名

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

综合

得分

综合

排名

ABC 1 3 5 3 1 2 1 2 1 6.00 1
HOAB 1 5 4 3 3 4 1 6 4 9.00 3
MINMOD 7 3 1 7 4 1 6 1 1 12.75 6
MUSCL 5 1 1 5 5 5 1 2 1 9.25 4
SMART 5 1 3 5 1 2 1 2 4 8.75 2
SUPERBEE 1 7 7 1 5 5 7 6 7 13.75 7
SAHB 1 5 6 1 5 5 1 5 6 9.50 5

表6 各高阶有界格式计算性能对比(排名方式①,权重系数②)
Table6Computationalperformancescoreofhigh-orderboundedschemes(Rankingmethod①,weightcoefficient②)

格式名称

单阶梯突变排名 Smith-Hutton流动排名 顶盖驱动问题排名

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

综合

得分

综合

排名

ABC 1 3 5 3 1 2 1 2 1 6.33 1
HOAB 1 5 4 3 3 4 1 6 4 10.33 4
MINMOD 7 3 1 7 4 1 6 1 1 10.33 4
MUSCL 5 1 1 5 5 5 1 2 1 8.67 3
SMART 5 1 3 5 1 2 1 2 4 8.00 2
SUPERBEE 1 7 7 1 5 5 7 6 7 15.33 7
SAHB 1 5 6 1 5 5 1 5 6 11.67 6

表7 各高阶有界格式计算性能对比(排名方式②,权重系数①)
Table7Computationalperformancescoreofhigh-orderboundedschemes(Rankingmethod②,weightcoefficient①)

格式名称

单阶梯突变排名 Smith-Hutton流动排名 顶盖驱动问题排名

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

综合

得分

综合

排名

ABC 4 4 5 3 2 3 1 3 1 8.50 1
HOAB 3 6 4 4 3 4 2 7 4 11.5 2
MINMOD 7 3 1 7 4 1 6 1 1 12.75 6
MUSCL 6 2 1 6 5 5 4 2 1 12.00 5
SMART 5 1 3 5 1 2 5 4 5 11.5 2
SUPERBEE 1 7 7 2 6 5 7 6 7 14.5 7
SAHB 2 5 6 1 7 5 3 5 6 11.5 2
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表8 各高阶有界格式计算性能对比(排名方式②,权重系数②)
Table8Computationalperformancescoreofhigh-orderboundedschemes(Rankingmethod②,weightcoefficient②)

格式名称

单阶梯突变排名 Smith-Hutton流动排名 顶盖驱动问题排名

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

计算

误差

计算

时间

最大松

弛因子

综合

得分

综合

排名

ABC 4 4 5 3 2 3 1 3 1 8.67 1
HOAB 3 6 4 4 3 4 2 7 4 12.33 5
MINMOD 7 3 1 7 4 1 6 1 1 10.33 2
MUSCL 6 2 1 6 5 5 4 2 1 10.67 4
SMART 5 1 3 5 1 2 5 4 5 10.33 2
SUPERBEE 1 7 7 2 6 5 7 6 7 16.00 7
SAHB 2 5 6 1 7 5 3 5 6 13.33 6

3 结 论

本文对有限容积法对流项离散格式的稳定性和

有界性进行了较为深入的研究,主要结论如下。
(1)通过对流项离散格式的稳定性分析,发现

内、外节点法边界相邻节点的对流项稳定性条件与

内点的存在较大差异;对于SGSD格式,存在多种权

重系数计算方法。
(2)根据常见高阶有界格式线型为分段线性函

数的特点,推导得到通用的分段线型高阶有界格式

GHB,并给出了均分、非均分网格下常见格式的折

点取值。
(3)提出了通过调节C、D 两个控制因子实现性

能可控的高阶有界格式 AHB格式,并通过参数优

化得到了综合性能较优的ABC格式。采用不同的

高阶有界格式计算了3个经典算例,并对计算误差、
计算时间和最大松弛因子进行综合评估,结果表明

在不同评估方法下,ABC格式在计算精度、收敛速

率和健壮性的整体性能方面均表现最优。
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