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二维非均匀介质内辐射与瞬态导热耦合传热分析

马菁1,孙勇飞1,孙亚松2,李新宇2

(1.长安大学汽车学院,710064,西安;2.西北工业大学动力与能源学院,710072,西安)

摘要:充分利用间断谱元法对非规则区域良好适应性、数值稳定、局部高阶收敛性等优点,开展了

二维非均匀介质内辐射与瞬态导热耦合传热分析。在求解过程中,将空间计算域离散为多个不重

合的单元,并在单元内采用高阶谱节点进行离散。对于非均匀介质内离散坐标形式的辐射传递方

程,根据离散角度上的辐射能传递方向,确定单元间的上下游关系,并采用迎风格式来实现单元间

辐射信息的有效传递;对于瞬态能量守恒方程,采用全隐格式进行瞬态项离散。通过多组非均匀介

质内辐射与瞬态导热耦合传热算例,发现了间断谱元法具有随单元数增加的线性收敛特性,以及随

单元内节点数增加的指数收敛特性;通过与文献中结果对比,发现最大相对误差均小于1%,验证

了间断谱元法的正确性和有效性;随着辐射与导热耦合参数的增加,导热在耦合传热所占比重会加

大,非均匀介质带来的温度场非均匀性会减弱,达到稳态的时间变长。
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Abstract:Takingtheadvantagesoftheflexibilitytodealwithirregulargeometry,numericalsta-
bility,andhigh-orderlocalconvergence,thediscontinuousspectralelementmethod(DSEM)was
usedforthermalanalysisofcoupledradiationandtransientconductionintwo-dimensionalhetero-
geneousmedia.Inthesolvingprocess,thespatialcomputationaldomainwasdiscretizedintosev-
eralelementsseparatedfromeachother,andhigh-orderspectralnodeswereusedtodiscretize
theseelements.Forthediscretecoordinateformoftheradiativetransferequationinaheteroge-
neousmedium,thedirectionofradiantenergyinadiscreteanglewasbasedtodeterminetheup-
streamanddownstreamelements.Then,theupwindschemewasimposedtotransmitradiation
informationinelements.Forthetransientenergyconservationequation,thefullyimplicitdiffer-
enceschemewasadoptedtodiscretizethetransientterm.Severalexamplesofcoupledradiation
andtransientconductionintheheterogeneousmediumwerechosentotestthelinearconvergence
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characteristicwithincreasingnumberofelements,andtheexponentialconvergencecharacteris-
ticswithincreasingnodesintheelement.Bycomparingtheresultswiththoseintheliterature,it
wasfoundthatthemaximumrelativeerrorwaslessthan1%inallcases,whichconfirmedtheac-
curacyandefficiencyofthediscontinuousspectralelementmethod.Withanincreaseinradiation
andthermalcouplingparameters,theproportionofheatconductionincoupledheattransferin-
creasedwhilethenon-uniformityofthetemperaturefieldcausedbyheterogeneousmediade-
creased.Consequently,alongertimewasrequiredforittoreachsteady-state.
Keywords:heterogeneousmedia;high-temperaturethermalradiation;transientconduction;dis-

continuousspectralelementmethod;upwindscheme

  随着航空发动机推重比和总效率需求的不断提

高,发动机涡轮进口温度也不断提升[1]。目前,先进

的航空发动机涡轮进口温度约2000K[2],此时在发

动机高温部件涂层内,高温热辐射在耦合传热过程

中所占比重愈来愈大[3]。为精确分析高温部件涂层

内的温度分布,需要开展非均匀介质内辐射与导热

的耦合传热研究。在研究过程中,需要将辐射传递

方程和能量守恒方程进行耦合求解。通常是从辐射

传递方程中获取的辐射强度信息,然后通过辐射强

度信息计算辐射源项并将其代入能量守恒方程,实
现辐射与瞬态导热的耦合求解。

早在1992年,Chu等[4]采用球形谐波法(SPH)
研究了一维同心圆球内辐射与瞬态导热耦合传热,
分析了光学厚度和散射相函数分布对辐射热流的影

响。Aouled等[5]开发了一种基于有限切比雪夫变

换(FCT)的方法来分析一维辐射与导热耦合问题。

Wang等[6-7]采用间断有限元分析了参与性介质的

辐射与导热耦合传热问题。Feng等[8]进一步采用

该方法分析了瞬态辐射与导热耦合问题。Mishra
等[9-12]提出针对辐射传递方程和能量守恒方程不同

的数值特性,采用不同的数值方法求解。例如,采用

离散传递法(DTM)来求解辐射传递方程,采用格子

玻尔兹曼法(LBM)[13]来求解能量守恒方程。Sun
等[14]采用有限容积法(FVM)来求解辐射传递方

程,采用LBM 来求解能量守恒方程。并且在求解

过程中,将FVM、LBM 用相同的离散网格,这样有

利于耦合传热过程中信息传递。对于非均匀介质内

辐射与导热耦合传热问题,易红亮等[15]采用有限元

法分析二维方腔内辐射与瞬态导热耦合问题。研究

了折射率分布、衰减系数、散射反照率和散射相函数

对瞬态耦合传热的影响规律。但上述文献中采用的

方法属于低阶数值方法,为了提升对辐射与瞬态导

热耦合问题的计算精度和计算效率,迫切需要发展

一种高阶的数值方法。

近 年 来,人 们 提 出 了 一 种 间 断 谱 元 法

(DSEM)[16-18]。该方法通过数值通量来传递相邻单

元之间的信息,释放了单元之间的连续性[19-20],并
通过对间断单元内的谱离散,实现了单元内的局部

高阶收敛[21]。它兼具间断有限元法对非规则区域

良好适应性和谱方法的高阶收敛性,目前逐渐被用

于热辐射问题分析[22-23]。
本文采用DSEM 对二维非均匀介质内的辐射

与瞬态导热耦合问题求解。在求解过程中,对离散

坐标形式的辐射传递方程采用DSEM进行离散,并
通过迎风格式实现离散单元之间的信息传递;对瞬

态能量守恒方程,采用相同的DSEM离散网格对空

间进行离散,并采用全隐格式对瞬态项进行离散。
通过多组二维算例,检验DSEM对求解非均匀介质

内辐射与瞬态导热耦合传热问题的正确性。进一步

测试了DSEM的自适应收敛特性:随着单元数的增

加,呈现线性收敛特性;随着单元内节点数的增加,
呈现指数收敛特性。并分析了辐射与导热耦合参

数、折射率分布对瞬态耦合传热的影响。

1 非均匀介质内辐射与导热耦合模型

二维非均匀介质内辐射与导热耦合传热模型如

图1所示,分析二维方腔内充满非均匀介质的辐射与

瞬态导热耦合传热过程,介质具有吸收、发射和散射

特性,且其折射率是空间分布函数。在能量传输过程

中,能量会发生弯曲,相应的辐射传递方程为[24]

μ
∂I(s,Ω)
∂x +η

∂I(s,Ω)
∂y +(ka+ks)I(s,Ω)+

1
nsinθ

∂
∂θ
(μξ
∂n
∂x+ηξ

∂n
∂y
)I(s,Ω)  +

1
nsinθ

∂
∂φ

cosφ
∂n
∂y-sinφ

∂n
∂x  I(s,Ω)  =

n2kaIb(s)+ks
4π∫4πI(s,Ω')φ(Ω',Ω)dΩ' (1)

式中:I(s,Ω)为在空间位置s、方向Ω 上的辐射强
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度;μ、η和ξ为方向余弦;n为介质折射率;ka、ks 为

吸收、散射系数;θ、φ为极角、方位角;Ib 为黑体辐射

强度;φ(Ω',Ω)为散射相函数。

图1 二维非均匀介质内辐射与导热耦合传热模型

Fig.1Coupledradiativeandconductiveheattransfermodel
withintwo-dimensionalheterogeneousmedia

方腔壁面均为不透明、漫反射和灰体壁面,相应

的辐射边界条件为

I(sw,Ω)=n2εwIb(sw)+

∫nw·Ω'<0
I(sw,Ω')nw·Ω' dΩ',nw·Ω'≥0

(2)
式中:w代表壁面;εw 为壁面发射率;Ib(sw)为壁面

黑体辐射强度;nw 为垂直于壁面内法向的单位

向量。
在辐射与瞬态导热耦合传热过程中,瞬态能量

守恒方程[9]为

ρcp
∂T
∂t =λ

Δ

2T-ka 4n2σT4-∫4πIdΩ  (3)

式中:ρ为介质密度;cp 为比定压热容;T 为温度;λ
为介质的导热系数;σ为Stefan-Boltzmann常数。

对于瞬态能量守恒方程,本文考虑的边界条件

和初始条件为

Tsw,t  =Tw (4)

Ts,0  =T0 (5)

2 间断谱元法离散

2.1 辐射传递方程的离散

辐射传递方程的计算域离散如图2所示,对辐

射传递方程,在角度上采用离散坐标法离散,在空间

上采用间断谱元法离散。

(a)角度离散

(b)空间离散

图2 辐射传递方程的计算域离散

Fig.2Computationaldomaindiscretizationofradiativetrans-

ferequation

非均匀参与性介质内,离散坐标形式的辐射传

递方程可改写为

μm∂Im,n

∂x +ηn∂Im,n

∂y +δm,nIm,n =Sm,n,

m =1,2,…,Nθ,n=1,2,…,Nφ (6)

δm,n =ka+ks+ 1wn
θ
maxχm,n+1/2

θ ,0  +

1
wn

θ
max -χm,n-1/2

θ ,0  +

1
wm

φ
maxχm+1/2,n

φ ,0  + 1
wm

φ
max -χm-1/2,n

φ ,0  (7)

Sm,n =n2kaIb+ks

4π∑
Nφ

m'=1
∑
Nθ

n'=1
Im',n'φm,n;m',n'wm'φwn'θ+

Im,n+1

wn
θ
max -χm,n+1/2

θ ,0  +Im,n-1

wn
θ
maxχm,n-1/2

θ ,0  +

Im+1,n

wm
φ
max -χm+1/2,n

φ ,0  +Im-1,n

wm
φ
maxχm-1/2,n

φ ,0  

(8)

式中:δm,n为衰减变量;Sm,n为源项;Nθ、Nφ 为角度

上天顶角、圆周角的离散数;χm,n±1/2
θ 、χm±1/2,n

φ 为角项

微分项系数;wn
θ、wm

φ 为角度离散权重。
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相应地,辐射边界条件的角度离散形式为

Im,n
w =n2εwIb,w+

∑
Nφ

m'=1
∑
Nθ

n'=1
Im',n' nw·Ωm',n' wm'

θwn'
φ,nw·Ωm,n ≥0

(9)

  如图2(b)所示,将空间计算域离散为多个不重

合的有限元Ve,并在有限元内进行谱节点离散。

Ωm,n方向上的辐射强度在有限元内可离散为

Im,n =∑
Ne

j=1
Im,n

j φj (10)

式中:Ne为有限元内谱节点离散数;φj 为节点基函数。
根据伽辽金加权余量法[25],对式(6)乘以权函

数φi,并进行积分

∫Ve
μm,n∂Im,n

∂xφidV+∫Ve
ηm,n∂Im,n

∂yφidV+

∫Ve
δm,nIm,nφidV =∫Ve

Sm,nφidV (11)

  根据格林公式,式(11)可改写为

Km,nIm,n =Fm,n (12)
矩阵Km,n、列向量Fm,n的元素为

Km,n
i,j =-∫Ve

μm,nφj
∂φi

∂xdV+∫Ve
ηm,nφj

∂φi

∂y
dV  +

∫D,Out
μm,nφiφjdy+∫D,Out

ηm,nφiφjdx+

∫Ve
δm,nφiφjdV (13)

Fm,n
i =-∫D,In

μm,nφi ∑
Ne

j=1
Im,n
old,jφj  dy-

∫D,In
ηm,nφi ∑

Ne

j=1
Im,n
old,jφj  dx+

∫Ve
Sm,nφidV (14)

式中:∫D,In
、∫D,Out

表示边界上流入及流出的数值通

量,在迎风间断方案中,流入的数值通量为已知;

Im,n
old,j为辐射强度的上一次迭代值。

如图2(b)所示,在某个离散角度Ωm,n上,根据

辐射能束的传输规律,确定空间离散单元之间的上

下游关系。利用迎风格式,在上游边界单元处,通过

式(15)、(16)引入边界条件,然后采用逐单元计算策

略获取每个单元上的辐射强度

Km,n
i,j =

1,i=j

0,i≠j

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (15)

Fm,n
i =Im,n

i (16)

2.2 瞬态能量守恒方程的离散

与辐射强度类似,有限元Ve 上温度可近似为

T =∑
Ne

j=1
Tjφj (17)

式中:Ne 为有限元Ve 内谱节点离散数;Tj 为节点

温度值;φj 为节点基函数。

类似的,根据伽辽金加权余量法,对式(3)乘以

权函数φi,并进行积分

ρcp∫Ve

∂T
∂tφidV =λ∫Ve

∂2T
∂x2 +∂

2T
∂y2  φidV-

ka∫Ve
4n2σT4-∫4πIdΩ  φidV (18)

  参考文献[26]进行分部积分,式(18)改写为

ρcp∫Ve

∂T
∂tφidV =λ∫D

∂T
∂xφidy-λ∫Ve

∂T
∂x
∂φi

∂xdV+

λ∫D

∂T
∂yφidx-λ∫Ve

∂T
∂y
∂φi

∂y
dV-

κa∫Ve
4n2σT4-∫4πIdΩ  φidV (19)

对于第一类温度边界条件,方程右边第一项和第三

项为零。式(19)可简化为

ρcp∫Ve

∂T
∂tφidV =-λ∫Ve

∂T
∂x
∂φi

∂xdV-

λ∫Ve

∂T
∂y
∂φi

∂y
dV-κa∫Ve

4n2σT4-∫4πIdΩ  φidV

(20)

对瞬态项采用全隐格式,式(20)可改写为

A+B
Δt  Tk+1 = B

ΔtT
k-C (21)

式(21)中矩阵A、B和C 的分量为

Ai,j =λ∫Ve

∂φi

∂x
∂φj

∂x +∂φi

∂y
∂φj

∂y  dV
Bi,j =ρcp∫Ve

φiφjdV

Ci =ka∫Ve
4n2σ Tk+1

old  4-∫4πIk+1dΩ  φidV

式中Tk+1
old 为第k+1时层中上一次迭代的温度值。

2.3 耦合传热的离散求解步骤

(1)计算域离散:选择空间离散单元数 N,单元

内插值节点数Ne,角度离散数 Nθ、Nφ,对辐射传递

方程的角度和空间计算域,以及能量守恒方程的空

间计算域进行离散。

(2)温度场和辐射强度场初始化:根据初始条

件,对温度场和辐射强度场进行初始化,确定时间步
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长Δt,导热系数λ和参与性介质辐射参数。

(3)时间层推进:k=1,2,…,Nt。

(4)获取k+1时层的温度场和辐射强度场:在离

散角度方向上,开始组装矩阵Km,n和Fm,n,求解方程

(11)获取k+1时层的辐射强度Im,n;根据方程(19)组

装矩阵A、B和C,求解方程(18)获取k+1时层的温

度Tk+1。如果同时满足收敛条件 I-Iold /|Iold|≤

10-6和|Tk+1-Tk+1
old|/|Tk+1

old|≤10-6,则迭代终止,开

始下一时层的计算;否则继续进行循环迭代。

(5)重复步骤(4),并记录每一时层的温度场和

辐射强度场,达到稳态(|Tk+1-Tk|/|Tk|≤10-6)

时停止计算,输出结果。

3 网格无关性分析及模型验证

首先,进行网格无关性验证工作。方腔内充满

了吸收、发射及散射参与性介质,介质的折射率为n
(x,y)=1+2(x+y)/H,底壁面温度Tw1=1000K,

其余3个壁面温度Tw2=Tw3=Tw4=500K。整个

温度场初始温度分布Tg=500K,辐射-导热参数

Ncr=λ ka+ks  /4σT3
w1  =0.01,吸收系数κa=

1m-1,散射系数κs=0。空间单元内节点数Ne=7。

参考温度为Tref=1000K。表1给出了空间及角度

网格组合对沿底壁面中心线(x/H=0.5)上稳态无量

纲温度(T·T-1
ref)的影响。从表1可以看出,当空间

网格数Nx≥7、Ny≥7,角度离散方向数 Nθ≥10、Nφ

≥20,各点温度变化值均小于0.07%,满足网格无关

性要求。因此,在后续研究分析中,本文选用Nx=7、

Ny=7、Nθ=10和Nφ=20作为计算条件。

表1 空间网格和角度方向对无量纲温度分布的影响

Table1Theeffectsofdifferentspatialelementsandangular
directionsondimensionlesstemperature

Nx Ny Nθ Nφ

y·H-1

0.05 0.35 0.65 0.95

1 1 10 20 0.8840 0.6977 0.6179 0.5359

3 3 10 20 0.8675 0.6978 0.6111 0.5433

5 5 10 20 0.8646 0.6977 0.6110 0.5433

7 7 10 20 0.8648 0.6976 0.6109 0.5441

9 9 10 20 0.8646 0.6975 0.6109 0.5442

7 7 6 12 0.8693 0.7008 0.6090 0.5435

7 7 10 20 0.8648 0.6976 0.6109 0.5441

7 7 14 28 0.8642 0.6968 0.6113 0.5438

  间断谱元法结合了间断有限元和谱方法的优

点,它的最大特点是具有自适应收敛特性:随着单元

数的增加,呈现线性收敛特性;随着单元内节点数的

增加,呈现指数收敛特性。图3给出了不同时刻下

随空间单元数和单元内节点数变化的残差收敛曲

线。图中横坐标为单元数或单元内节点数,纵坐标

为相对于基准解的积分平均误差。从图3可以看

出:随着空间单元数增加,间断谱元法具有线性收敛

速度;随着空间单元内节点数的增加,间断谱元法的

收敛速度非常快,呈现指数收敛速度。

(a)空间单元数

(b)单元内节点数

图3 残差收敛速度

Fig.3Theconvergencerateofresidualerror

其次,为了验证基于间断谱元法的耦合传热模

型的正确性、有效性,选用了与文献[9]、[15]类似的

算例。图4给出了下壁面中心线上在不同无量纲时

刻z=l(ka+ks)2t/(ρcp)的无量纲温度分布。从

图4可以看出,在不同时刻,间断谱元法的计算结果

与离散传递法、有限元方法的结果均吻合得较好,且
最大相对误差分别为0.65%、0.78%。因此,间断

谱元法是能够有效分析非均匀介质内的辐射与瞬态

导热耦合传热问题的。

731



西 安 交 通 大 学 学 报 第57卷 

 http:∥zkxb.xjtu.edu.cn 

(a)n(x,y)=1

(b)n(x,y)=1+2(x+y)/H

图4 下壁面中心线上瞬态无量纲温度分布

Fig.4Thedistributionoftransientdimensionlesstempera-

turealongthebottomcenterline

4 结果分析与讨论

4.1 辐射与导热耦合参数对瞬态耦合传热的影响

在本算例中,介质为非均匀的各向异性散射性

介质,散射性函数为φ =1+Ω'Ω,折射率分布为

n(x,y)=1+2(x+y)/H,散射系数为ks=0.5m-1,

吸收系数为ka=0.5m-1。壁面为黑体壁面,边界条

件为Tw1 =1000K和Tw2 =Tw3 =Tw4 =500K,

初始条件为Tg =500K。在本算例中,参考温度为

Tref=1000K,无量纲温度为T·T-1
ref。图5给出了

Ncr为0.01、0.1两种情况下底壁面中心线上无量纲

温度随时间变化曲线。对比图5(a)、图5(b)可以看

出,随着 Ncr的增大,热传导占比增加,到达稳态时

所用无量纲时间越长,且温度场趋向于线性分布

发展。

(a)Ncr=0.01

(b)Ncr=0.1

图5 Ncr对下壁面中心线上瞬态无量纲温度分布的影响

Fig.5 TheeffectofNcronthedistributionoftransientdi-

mensionlesstemperaturealongthebottomcenterline

为了直观理解Ncr对整场耦合传热的影响,图6
给出了Ncr=0.01,0.1时,耦合传热达到稳态后全

场无量纲温度分布云图。

(a)Ncr=0.01
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(b)Ncr=0.1

图6 Ncr对稳态温度场分布云图

Fig.6TheeffectofNcronthecontourplotofsteadystate

temperaturedistribution

当Ncr=0.01时,由于热辐射起主要作用,且介

质是非均匀参与性介质,温度场呈不对称分布;当

Ncr=0.1时热传导占比逐渐增强,热辐射占比逐渐

减弱,会消除非均匀介质所带来的温度场非均匀性,
整体温度场向对称性分布发展。

4.2 非均匀介质折射率分布对瞬态耦合传热的影响

进一步分析介质的折射率分布对辐射与导热耦

合传热的影响,辐射与导热耦合参数 Ncr=0.01,介
质吸收系数ka=1m-1,介质吸收系数ks=0,壁面

为黑体壁面,参考温度Tref=1000K,无量纲温度为

T·T-1
ref。参考文献[27],采用的非线性介质折射率

分布为非线性分布n(x)=5[1-0.9025(x/H)2]0.5。
同时,为了比较其影响,给出了介质均匀分布n(x,

y)=1的结果,图7给出了两种折射率分布条件下

底壁面中心线上无量纲温度分布,从图7可以看出:
在相同时刻,均匀折射率的无量纲温度温升较为缓

慢,温度分布相对陡峭;而非线性折射率的无量纲温

(a)n(x,y)=1

(b)n(x)=5[1-0.9025(x/H)2]0.5

图7 不同折射率分布时下壁面中心线上温度分布

Fig.7Thetemperaturedistributionalongbottomcenterline
fordifferentgradedindexes

度的稳升较为迅速,温度分布相对平缓。非线性折

射率达到稳态的时间比均匀折射率要短,为了更好

地分析折射率对整场温度分布的影响,图8给出了

稳态时的温度分布云图。

(a)n(x,y)=1

(b)n(x)=5[1-0.9025(x/H)2]0.5

图8 不同折射率分布下稳态温度场分布云图

Fig.8Thecontourplotofsteadystatetemperaturedistribu-
tionfordifferentgradindexes
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  从图8可以看出,均匀折射率的温度分布呈左

右对称趋势,而非线性折射率的温度分布呈现左右

非对称分布,非线性折射率的整场温度要比均匀折

射率的要高。

5 结 论

本文构建了基于间断谱元法的求解器,并用于

二维非均匀介质内辐射与瞬态导热耦合传热分析。
在求解的过程中,通过迎风间断谱元法求解辐射传

递方程获得相应辐射强度信息,并将其以辐射源项

的形式耦合进能量守恒方程;然后,通过谱元法求解

瞬态能量守恒方程获得相应温度场分布。得到如下

主要结论:
(1)间断谱元法对二维非均匀介质内辐射与导

热耦合传热问题有较好的求解性能,计算结果与文

献中离散传递法和有限元结果吻合良好;
(2)间断谱元法有较好的自适应收敛特性,随着

单元内节点数的增加,计算结果呈指数收敛;
(3)随着Ncr的增加,在耦合传热中导热占比会

增加,会消除非均匀介质所带来的温度场非均匀性,
整体温度场向对称性分布发展,且到达稳态的时间

要变长;
(4)介质折射率对耦合传热温度分布有明显影

响,与均匀介质相比,非均匀介质内温度呈现非对称

分布,且整体温度更高。
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