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双列圆锥滚子轴承拟静力学建模和刚度计算分析

张进华,朱光浩,黎铭,洪军,方斌

(西安交通大学现代设计与转子轴承系统教育部重点实验室,710049,西安)

摘要:针对双列圆锥滚子轴承建模及求解过程复杂的问题,以切片法为基础,建立了双列圆锥滚子轴

承的拟静力学模型,结合同伦 牛顿法,实现了对上述模型的求解,并针对不同工况条件下双列圆锥滚

子轴承的刚度特性展开分析。分析结果表明:所建模型一定程度上克服了传统非线性迭代算法对初

值的高依赖性;双列圆锥滚子轴承的刚度特性受轴承转速和预紧位移影响,在仅有预紧力的工况下,
当转速从0增加到4000r/min时,轴承的径向、轴向刚度减小,当预紧位移从0.005mm增加到

0.015mm时,径向、轴向刚度增加;当受轴向力且轴向力从10kN增加到14kN时,轴承径向、轴向

刚度减小,当轴向力从14kN增加到19kN时,其径向、轴向刚度增加,转折点为第二列滚子与内滚道

脱离点;增加转速时,出现脱离点所需的轴向力减小;增加预紧位移时,出现脱离点所需轴向力增加。
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Quasi-StaticModelingandStiffnessCalculationAnalysisof
DoubleRowTaperedRollerBearings
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Abstract:Themodelingandsolvingprocessofthedoublerowtaperedrollerbearingiscomplex.
Tosolvetheproblem,aquasi-staticmodelofdoublerowtaperedrollerbearingswasestablished
inthepaperbasedontheslicemethod,andthesolutionofthemodelwasrealizedbycombining
thehomotopyalgorithmandtheNewtonalgorithm,whichovercametheproblemofthehighde-
pendenceofthetraditionalnonlineariterativealgorithmontheinitialvaluetoacertainextent,

andthestiffnesscharacteristicsofdoublerowtaperedrollerbearingsunderdifferentworkingcon-
ditionswereanalyzed.Thecalculationresultsshowthatthestiffnesscharacteristicsofdouble
rowtaperedrollerbearingsareaffectedbybearingspeedandpreloaddisplacement.Underthe
conditionofonlypreload,theradialandaxialstiffnessofbearingsdecreaseswiththespeedin-
creasingfrom0r/minto4000r/min,andincreaseswiththepreloaddisplacementincreasingfrom
0.005mmto0.015mm.Whentheaxialforceincreasesfrom10kNto14kN,theirradialandax-
ialstiffnessdecreases,andwhentheaxialforceincreasesfrom14kNto19kN,theirradialand
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axialstiffnessincreases,andtheturningpointistheseparationpointbetweenthesecondrowof
rollersandtheinnerraceway.Whentherotationspeedincreases,theaxialforcerequiredtopro-
ducetheseparationpointdecreases,andwhenthepreloaddisplacementincreases,theaxialforce
requiredtoproducetheseparationpointincreases.
Keywords:doublerowtaperedrollerbearings;stiffnesscharacteristics;quasi-staticsmodel;

homotopy-Newtonmethod

  双列圆锥滚子轴承因其能同时承受径向、轴向

及弯矩等多种载荷,且具有较高的刚度、承载能力及

长寿命、高稳定性等优点而被广泛应用于风力发电、
高铁等领域。由于圆锥滚子轴承内部结构及受力极

为复杂,其受力与变形呈现出强非线性关系,因此双

列圆锥滚子轴承的机械性能无法通过单列圆锥滚子

轴承性能的简单线性叠加获得。可见,对双列圆锥

滚子轴承的受载、刚度等特性进行单独建模分析是

非常重要的[1-3]。
早期的国外学者针对圆锥滚子轴承建立了不同

的理论模型[4-6],建立了滚动轴承分析的基础,但仍

然存在精度不足等问题。Andréason[7]基于矢量变

换方法分析了低速圆锥滚子轴承内圈倾斜情况下的

载荷分布及寿命特性,但忽略了惯性力的影响,因此

无法适用于较高转速下的圆锥滚子轴承性能分析。

Liu[8]在Andréason的理论基础上,考虑离心力和陀

螺力矩的影响,分析了复合载荷下转速、内圈倾斜角

对轴承载荷分布和疲劳寿命的影响,但未对轴承的

刚度特性进行分析。Lambert等[9-11]建立轴承模型

分 析 过 盈 配 合 和 间 隙 配 合 下 轴 承 的 刚 度 特 性。

Tong等[12-13]建立圆锥滚子轴承数学模型来分析制

造、加载过程中产生的几何误差对轴承刚度、载荷的

影响,及角度不对中对运行中的圆锥滚子轴承运行

力矩的影响。此外,Tong等[14-15]还分别建立了有

滚子直径误差的圆锥滚子轴承通用模型用于分析直

径误差对轴承刚度、寿命的影响,并分析了滚子修形

对轴承刚度的影响。Zhang等[16]建立滚子自转的

仿真模型,分析滚子旋转对轴承润滑的影响。上述

研究主要针对单列圆锥滚子进行建模分析,分别研

究了复合载荷下,内圈倾斜、预紧等因素对轴承载荷

分布、刚度、寿命的影响,为双列圆锥滚子建模提供

了重要理论及模型基础。
近年来,双列圆锥滚子轴承逐步受到更多的关

注。Becrea等[17]和Nelias等[18]建立拟静力学模型

分析游隙对双列圆锥滚子轴承的寿命的影响。Ai
等[19]建立双列圆锥滚子轴承的热网络模型,结合轴

承拟静力学模型,对不同工况下轴承热特性进行分

析。Yan等[20]建立双列圆锥滚子轴承的动力学模

型,结合有限元方法对轴承热特性进行研究。Yang
等[21]建立三自由度轴承模型,将角度偏差作为输入

参数,分析了角度偏差对轴承寿命的影响。Zheng
等[22]建立轴承拟静力学模型,分析了震荡载荷下轴

承的寿命特性。综上所述,虽然近年来关于双列圆

锥滚子轴承建模及性能分析的研究较多,但是对轴

承刚度的研究较少。例如,对于双列圆锥滚子轴承,
为进一步提供其寿命及承载能力,一般需要对其施

加一定的预紧力,而关于预紧力对轴承刚度影响研

究却很少。Xu等[23]建立双列球轴承模型,分析内

圈不对中对轴承刚度的影响。Fang等[24-25]建立球

轴承模型及刚度矩阵计算的数学方法,对球轴承在

不同工况下的刚度特性进行了分析。研究表明,其
刚度不仅存在明显的非线性现象,而且随着转速的

增加表现出明显的“刚度软化”现象,而关于双列圆

锥滚子轴承非线性刚度特性及软化行为的研究却鲜

有报道。Zhang等[26]提出一种计算双列圆锥滚子

轴承刚度的方法,并建立有限元模型对不同工况的

刚度特性进行分析,但其采用牛顿-拉夫逊迭代法求

解,求解效率及收敛性很大程度上依赖于迭代初值

的选择。因此,有必要针对双列圆锥滚子轴承建模、
求解方法及其刚度特性展开全面的研究。

本文在Liu[8]圆锥滚子轴承模型基础上,进一

步构建双列圆锥滚子轴承模型,并将同伦延拓方法

引入到非线性方程组的求解过程中,有效避免了传

统牛顿-拉夫逊方法对于初值的高依赖性以及算法

的稳定性问题。在上述模型的基础上,研究不同预

紧位移、转速情况下,随轴向载荷的增加时,轴承的

径向、轴向刚度的变化规律。

1 双列圆锥滚子轴承拟静力学模型

图1为双列圆锥滚子轴承几何特征。图中,Rs

为滚子大端弧面直径,mm;α为滚子外圈接触角,
(°);β为滚子内圈接触角,(°);γ为滚子轴线与轴承

轴线夹角,(°);ρi 为滚子上任意点ζ 轴到内滚道接

触点的距离,mm;ρo 为滚子上任意点ζ 轴到外滚道
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接触点的距离,mm;rm 为滚子大端中心到轴承轴线

的距离,mm;rn 为滚子大端中心到轴承两列中心线

的距离,mm;la为滚子有效接触长度,mm;ζo为滚子

上任意点到ξ轴的距离,mm;ν为挡边角,(°);λ为滚

子大端圆弧半角,(°)。分析如图1所示的“背对背”
式结构的双列圆锥滚子轴承几何特征剖面图,首先

建立如图2所示的4种坐标系。引入第一坐标系

(xyz),如图3所示,其中z 轴为轴承的旋转中心

线,x轴以滚子相位0°处为正方向,y轴以滚子相位

90°处为正方向。设定轴承内圈旋转,外圈固定不

动,第一坐标系相对于轴承外圈固定不动。

图1 双列圆锥滚子轴承几何特征

Fig.1 Geometricfeaturediagramofdouble-
rowtaperedrollerbearings

引入第二坐标系(x2y2z2),变形前第二坐标系

和第一坐标系的坐标原点和坐标轴方向相同,但第

二坐标系相对于轴承内圈固定,随着内圈歪斜变形

而改变,变形后坐标系位置如图2所示。图中,δx

为轴承内圈沿x 轴的平动位移,mm;δz 为轴承内圈

沿z轴的平动位移,mm;γy 为轴承内圈绕y 轴的转

角位移,(°);uξ 为滚子大端中心沿ξ轴的平动位移,

mm;uζ 为滚子大端中心沿ζ 轴的平动位移,mm;φη

为滚子大端中心绕η轴的转角位移,(°)。

图2 不同坐标系位置图

Fig.2Differentcoordinatesystemlocation

如图2所示,在滚子的大端面中心设定第三坐

标系(ξηζ),其中ξ轴垂直于滚子中心线,ζ轴沿滚子

轴线方向,η轴垂直于xz 平面,第三坐标系相对于

第一坐标系固定。

引入第四坐标系(ξ4η4ζ4),未发生变形时,第四

坐标系与第三坐标系的坐标原点和坐标轴方向相

同,但第四坐标系相对于滚子固定,随滚子歪斜变形

改变,变形后坐标系位置如图2所示。
图3 所 示,当 轴 承 承 受 外 载 荷 向 量 F=

Fx Fz My  时,轴承内圈将会沿x 轴、z轴发生

δx、δz 的形变,绕y轴发生γy 度的偏斜。滚子大端

中心将沿ξ轴、ζ轴发生uξ、uζ 的形变以及绕η轴发

生φη 度的偏斜。

图3 轴承载荷施加和滚子相位图

Fig.3Bearingloadapplicationandrollerphase

图4 单个滚子受载分析图

Fig.4Singlerollerloadanalysisdiagram

1.1 外圈和滚子接触

如图1所示,未发生变形时,假定滚子和外滚道

接触,第三坐标系中,在距离ξ轴ζo 长度时,ζ轴到

外滚道接触点的距离为ρo,ρo(ζo)是关于长度ζo 的

一次函数;如图4所示,在第四坐标系中,当距离ξ
轴ζro长度时,ζ轴到外滚道接触点的距离为ρro,ρr
(ζro)是关于长度ζro的一次函数。在第三坐标系下,
假设位于外圈上外滚道和滚子表面接触点的向量为

[ro]3k。在第四坐标系下,假设位于滚子上外滚道和

滚子表面接触点向量为[rro]4k。二者可以表示为

[ro]3k = ρo(ζo) 0 ζo  3 (1)
[rro]4k = ρro(ζro) 0 ±ζro  4 (2)

式中:k表示轴承的列数,k=1表示轴承左列,k=2
表示轴承右列,下同;下标o表示外圈;下标r表示

滚子;上标表示向量所处的坐标系,下同。式(2)中,
由于左右两列滚子的第三和第四坐标系的方向不

同,故k=1取正号,k=2取负号。
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第三坐标系可以通过第一坐标系绕z轴旋转ψ
度(如图3所示),绕y轴旋转γ 度以及在x、y、z方

向移动[rc]1k 得到。因此,外圈上接触点变形向量

[ro]3k 可以在第一坐标系中表示为[r'o]1k,公式为

[r'o]1k = [rc]1k +[Ψ]k[ro]3k (3)
[rc]1k = rmcosψ rmsinψ ∓rn  1 (4)

式中:k=1时,rn 取负,k=2时,rn 取正;ψ代表滚子

相位角;rm 代表滚子大端中心到轴承轴线的距离,
rn 代表滚子大端中心到轴承两列中心线的距离,计
算公式为

rm =Dwsinγ/(2tanε) (5)
rn =ln/2+ζacosγ (6)

其中,Dw 代表滚子大端直径,滚子轴向和轴承轴线

夹角γ=(α+β)/2,α代表滚子外圈延长线与轴承轴

线夹角,β代表滚子内圈延长线与轴承轴线夹角,
ε=(α-β)/2,ln 代表两滚子质心距离,[Ψ]k 代表第

三坐标系到第一坐标系的转换矩阵,公式为

[Ψ]k =
cosψcos±γ -sinψ -cosψsin±γ
sinψcos±γ cosψ -sinψsin±γ
sin±γ 0 cos±γ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)
  滚子几何中心到滚子大端的距离为

ζa=lncosε/2+(Dw+dw)tanε/4 (8)
式中:la 代表滚子有效接触长度;dw 代表滚子小端

直径。
式中:k=1时,γ取正,k=2时,γ取负。
当滚子上接触点发生变形时,第四坐标系中向量

[rro]4k 可以在第三坐标系中表示为[r'ro]3k,可表示为

[r'ro]3k = [u]3+[f][rro]4k (9)
式中:[u]3 代表滚子形变;[f]代表第四坐标系到第

三坐标系的转换矩阵。表示为

[u]3 = uξ 0 uζ  3 (10)

[f]=
cosφη 0 sinφη

0 1 0
-sinφη 0 cosφη

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (11)

  向量[r'ro]3k 可以在第一坐标系中表示为[r″ro]1k
[r″ro]1k = [rc]1k +[Ψ]k[r'ro]3k (12)

  如图5(a)所示,发生变形后,假定接触点在滚

子上的位置,通过接触变形必须垂直于接触表面这

一条件,则可确定该接触点在外圈上的对应位置为

([r″ro]1k -[r'o]1k)[nto]1k =0 (13)
式中:[nto]1k 代表接触点外滚道上单位切向量。

变形发生后,对于给定的ζr 值,可以确定的

ρr(ζr)值,根据式(13)得到对应的ζo 和ρo(ζo)值。
则接触变形δo 可以表示为

δo = [r″ro]1k-[r'o]1k  [nno]1k (14)
式中:[nno]1k 代表垂直于接触点外滚道单位法向量。

(a)滚子和外圈接触

(b)滚子和内圈接触

(c)滚子和内圈挡边接触

图5 滚子和外圈、内圈、内圈挡边接触示意图

 Fig.5Diagramofcontactbetweenrollerandouterring,

innerringandinnerringflange

1.2 内圈和滚子接触

滚子未发生变形时,位于内圈上滚子和内滚道

接触点向量[ri]3k 在第三坐标系中表示为

[ri]3k = ρi(ζi) 0 ζi  3 (15)
  在内圈发生变形之前,此时第一坐标系和第二

坐标系重合,向量[ri]3k 在第二坐标系中表示为[r'i]2k
[r'i]2k = [rc]1k +[Ψ]k[ri]3k (16)

  当轴承内圈沿X 轴、Z 轴产生δx、δz 的形变及

绕Y 轴产生γy 度的偏斜,此时第一坐标系和第二坐

标系不重合,则[r'i]2k 可以在第一坐标系中表示为

[r″i]1k = [δ]1+[Γ][r'i]2k (17)
式中:[δ]1 代表内圈形变;[Γ]代表第二坐标系到第

一坐标系的转换矩阵。表示为

[δ]1 = δx 0 δz  1 (18)

[Γ]=
cosγy 0 sinγy

0 1 0
-sinγy 0 cosγy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (19)
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  未发生变形时,位于滚子上滚子和内滚道接触

点向量[rri]4k 在第四坐标系中表示为

[rri]4k = -ρri(ζri) 0 ±ζri  4 (20)
式中:k=1取正号,k=2取负号。

向量[rri]4k 在第三坐标系中表示为[r'ri]3k
[r'ri]3k = [u]3+[f][rri]4k (21)

向量[r'ri]3k 在第一坐标系中表示为[r″ri]1k
[r″ri]1k = [rc]1k +[Ψ]k[r'ri]3k (22)

  如图5(b)所示,发生变形后,假定接触点在滚

子上的位置,通过接触变形必须垂直于接触表面这

一条件,则可确定该接触点在内圈上的对应位置为

[r″ri]1k -[r″i]1k  [nti]1k =0 (23)
式中:[nti]1k 代表接触点处内圈上单位切向量。

发生变形后,对给定的ζri值可以求得ρri(ζri)的
值,根据式(23)可以求得对应的ζi 和ρr(ζi)值。接

触变形δi 可以表示为

δi = [r″ri]1k -[r″i]1k  [nni]1k (24)
式中:[nni]1k 代表接触点单位法向量。

1.3 内圈大挡边和滚子大端接触

在滚子发生变形前,滚子大端和内圈大挡边之

间存在接触,则在第三坐标系中,内圈挡边上接触点

位置向量[rf]3k 可以表示为

[rf]3k =
-Rssin(γ-v) 0 ±(Rscosλ-Rscos(γ-v))  3

(25)
式中:k=1取正号,k=2取负号;Rs 代表滚子大端

半径;v代表挡边角;λ代表滚子大端圆弧半角,λ=
arcsin[Dw/(2Rs)]。

未发生变形前,向量[rf]3k 在第二坐标系中表

示为

[r'f]2k = [rc]1k +[Ψ]k[rf]3k (26)

  当轴承受载,会产生变形,接触点位置发生改

变。假设接触点在内圈挡边的切线方向上产生ΔF
的变形,则[r'f]2k 发生变化,表示为

[r'f]2k = [rc]1k +[Ψ]k[rf]3k +
ΔFcosvcosψ ΔFcosvsinψ ±ΔFsinv  (27)

式中:k=1取正号,k=2取负号。
产生变形后,向量[r'f]2k 在第一坐标系中表示为

[r″f]1k = [δ]1+[Γ][r'f]2k (28)

  滚子大端面上接触点位置向量[rrf]4k 在第四坐

标系中表示为

[rrf]4k = -Rssinvf 0 ±(Rscosλ-Rscosvf)  4

(29)

式中:k=1取正号,k=2取负号;vf 为接触点和滚

子轴线夹角vf=γ-v∓φη;k=1取负,k=2取正。
内圈变形后,向量[rrf]4k 向量在第三坐标系中

表示为

[r'rf]3k = [u]3+[f][rrf]4k (30)

  向量[r'rf]3k 在第一坐标系中表示为

[r″rf]1k = [rc]1k +[Ψ]k[r'rf]3k (31)
  通过接触变形必须垂直于接触表面这一条件计

算ΔF
[r″f]1k -[r″rf]1k  [nft]1k =0 (32)

  接触变形δf可以表示为

δf= [r″f]1k -[r″rf]1k  [nfn]1k (33)
1.4 接触力和接触变形

对于 滚 子 和 滚 道 接 触 的 载 荷 变 形 关 系,
Palmgren[4]提出以下变形公式

δ=3.84×10-5Q0.9/l0.8a (34)
式中:δ代表接触变形;Q 代表接触载荷;la 为接触

长度。
考虑到载荷求解的精确性,将接触长度划分为

n份切片,每个切片长度w,则接触长度la=nw。令

q=Q/la,则式(34)可变形为

qn =δn/1.24×10-5(nw)0.11  ,δn >0
qn =0, δn ≤0 

(35)
式中:δn 代表切片接触变形;qn 为第n 个切片的接

触载荷。
内圈大挡边和滚子大端面接触为赫兹点接触,

根据文献[19]得到滚子大端面和内圈大挡边接触力

Qf=πE'ko

3 2εfR(δf/T)3 (36)

式 中:E' 代 表 大 挡 边 当 量 弹 性 模 量,E' =
1/ (1-v2fl)/Ef+(1-v2r)/Er  ;vfl、vr、Er、Ef 分 别

代表内圈大挡边和滚子的泊松比和弹性模量;ko=
1.0339(Rη/Rξ)0.636,Rη、Rξ 分别代表滚子和内圈大

挡边处等效曲率半径

1/Rη =1/Rs

1/Rξ =1/Rs+1/ (rm-Dwcosγ+hfcosv)/sinv   
(37)

R=RηRξ/Rη+Rξ  
εf=1.0003+0.5968Rξ/Rη

T =1.5277+0.6023ln(Rη/Rξ)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (38)

其中,hf=Dw/2-Rssin(γ-v)。
1.5 离心力和陀螺力矩

假定轴承在运动过程中,滚子和滚道之间存在

纯滚动,即两个物体在接触处表面速度相等。轴承
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内圈以ωi 角速度转动,外圈保持固定。滚动体的公

转角速度(ωc)和自转角速度(ωR)分别为[4]

ωc=ωi dm-(Dw+dw)cos (α+β)/2  /2  /dm

(39)

ωR =
dm

Dw+dw
1-

(Dw+dw)cos[(α+β)/2]/2
dm  

2

  ωi

(40)

式中dm 代表节圆直径。

离心力可以表示为[4]

Fc=dmmω2
c/2 (41)

式中:m 代表滚子质量。

m = 13ρπh
dw

2  
2

+Dw

2
dw

2 + Dw

2  
2

  (42)
式中:h代表滚子轴线长度;ρ代表材料密度。

陀螺力矩表示为[4]

Mg =JωcωRsin[(α+β)/2] (43)
式中:J代表转动惯量。

根据文献[20]可得

J= ρπ
4tan3ε

[((Dw/2)5-(dw/2)5)(tan2ε+4)/5-

dw((Dw/2)4-(dw/2)4)+d2w((Dw/2)3-
(dw/2)3)/3]-m(ζc+h/2)2 (44)

式中:ζc=ζa-5h/12,如图4所示。

1.6 平衡方程

在本文的拟静力学模型中,忽略保持架和滚动

接触中的摩擦力的影响。对于单个滚子,内圈变形

后滚子发生3个自由度(uξ、uζ、φη)的变形,单个滚

子的局部平衡方程为

∫
la

0
qidζi-∫

la

0
qodζo  cosε+Qfsinvf+

Fccos(γ-φη)=0 (45)

∫
la

0
qidζi+∫

la

0
qodζo  sinε-Qfcosvf+

Fcsin(γ-φη)=0 (46)

Mg+∫
la

0
qi[(ζa-ζi)cosε+ρrsinε]dζi  cosε-

∫
la

0
qo[(ζa -ζo)cosε+ρrsinε]dζo  -

Qfζcssinvf+Fcζccos(γ-φη)=0 (47)

式中:ζcs=Rscosλ-la2cosε+
Dw+dw

4 tanε。

在得到各个滚子切片的接触力后可以得到轴承

平衡方程为

Fr-∑
z

j=1
Qro1j-∑

z

j=1
Qro2j =0

Fa-∑
z

j=1
Qao1j+∑

z

j=1
Qao2j =0

M-∑
z

j=1
Mr1j+∑

z

j=1
Mr2j =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(48)

式中:Qrok =∫
la

0
qokdζocosαcosφ 代表单滚子径向载

荷;Qaok =∫
la

0
qokdζosinα代表单滚子轴向载荷。

单滚子倾覆力矩为

Mrk =∫
la

0
[qoksinα(rm+ρocosγ∓ζosinγ)+

qokcosα(rn -ρosinγ∓ζocosγ)]cosφdζo
(49)

式中:k=1取负号,k=2取正号;Fr、Fa、M 代表3
个方向的外载荷。

联立式(43)~(45),构建成3+2×3Z 个非线

性方程组。双列圆锥滚子轴承滚子数相较于一般轴

承滚子数成双倍增加,有利于减少单个滚子的接触

载荷,提高轴承寿命和承载能力,但求解规模巨大,
求解难度增加。

2 同伦-牛顿法模型求解

对于一般的非线性方程组,通常采用Newton-
Raphson迭代算法进行直接求解,而Newton-Raphson
算法对迭代初值依赖性高,不合适的初值选取将导

致算法的收敛性及收敛效率下降,因此确定迭代初

值的范围是至关重要的。本文选用同伦-牛顿法扩

大非线性方程组的迭代初值选择范围。
在数学中,对于任意给定的两个实函数f(x)和

g(x)通过下式构建两者的联系。设t∈[0,1],构造

如下的实函数

H(x,t)=tanx+(1-t)f(x) (50)
式中t为嵌入变量。可以得到,当t=0时,H(x,0)

=f(x);当t=1时,H(x,1)=g(x)。当嵌入变量t
从0增加到1时,函数 H(x,t)从f(x)连续变化到

g(x)。因此,函数H(x,t)建立起了f(x)和g(x)的
联系,在拓扑理论中,这种连续的变化称为同伦。

将牛顿迭代法和同伦思想结合,以1.6节中

3+2×3Z 阶非线性方程组F(x)为例,构造同伦算子

H(x,t)=tF(x)+(1-t)f(x) (51)
式中,x为代入非线性方程组的一组解向量,令f(x)
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=F(x)-F x0  ,其中x0 为迭代初始向量,则H(x,t)
可以表示为

H(x,t)=F(x)+(t-1)F x0  (52)

  当嵌入变量t从0增加到1,对H(x,t)进行牛

顿拉夫森迭代

xm+1 =xm -[H'xm,t  ]-1H xm,t  (53)
式中:H'xm,t  代表方程的雅克比矩阵。

如图6所示,同伦-牛顿迭代算法步骤如下:
(1)初始设置嵌入变量为1,将预估初值和轴承

基本参数代入式(43)~(46),进行 Newton-Raphson
迭代,计算迭代后的解向量和迭代前解向量的二

范数。
(2)通过二范数判断两次解向量的接近程度,若

2范数不满足小于零的条件,则将嵌入变量的值缩

小,本文选择单次缩小0.1,在保证嵌入变量为正的

前提下,找到满足求解F(x)的最小嵌入变量。
(3)当2范数满足条件后,判断当前解向量对应

函数值是否满足设定误差,不满足则继续迭代,直至

满足迭代误差。
(4)判定嵌入变量是否为1:若不为1,则增加嵌

入变量的值,继续上述步骤;若为1则输出解向量,
此解向量为F(x)的解。

图6 双列圆锥滚子轴承同伦-牛顿迭代算法设计流程

Fig.6Homotopy-Newtoniterativealgorithmdesignfor

double-rowtaperedrollerbearings

通过同伦-牛顿法扩大了拟静力学的迭代初值

搜索范围,克服了传统牛顿法对初值的强依赖性。

3 刚度模型求解

根据多自由度非线性系统的刚度定义,轴承的

刚度 可 以 表 示 为 轴 承 所 受 外 载 荷 矢 量 F=
Fx Fz My  对内圈位移矢量δ= δx δz γy  的

偏微分计算。因此双列圆锥滚子轴承的刚度矩阵可

以表示为

K=

∂Fx

∂x
∂Fx

∂z
∂Fx

∂φ
∂Fz

∂x
∂Fz

∂z
∂Fz

∂φ
∂M
∂x

∂M
∂z

∂M
∂φ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(54)

K=∑
2

k=1
∑
z

j=1

∂Fxjk

∂x
∂Fxjk

∂z
∂Fxjk

∂φ
∂Fzjk

∂x
∂Fzjk

∂z
∂Fzjk

∂φ
∂Mjk

∂x
∂Mjk

∂z
∂Mjk

∂φ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(55)

式中:Fxjk=f x,z,φ,ξ,ζ,η  ;k代表轴承列数;j代

表滚子数。

以Fxjk为例,Fxjk代表单个滚子所承受的外力,

是包含6个未知量的方程。根据刚度定义考虑对内

圈变形的偏导,构建滚子变形和内圈变形的关系。假

设滚子变形是内圈变形的函数,如ξ=f x,z,φ  ,从

而根据隐函数链式求导法则得到

∂Fxjk

∂x =dFxjk

dx +∂Fxjk

∂ξ
∂ξ
∂x+∂Fxjk

∂ζ
∂ζ
∂x+∂Fxjk

∂η
∂η
∂x
(56)

以∂ξ/∂x为例

∂ξ
∂x=-1J

∂F1,F2,F3  
∂x,ζ,η  

(57)

式中:F1、F2、F3 代表式(45)、(46)、(47);J 代表行

列式,J= ∂F1,F2,F3  
∂ξ,ζ,η  

。

4 案例分析

在上述模型的基础上,以两种型号的双列圆锥

滚子轴承为例,对不同工况下双列圆锥滚子轴承的

刚度特性进行分析,轴承1型号为352226,轴承2
结构参数来自文献[27],详细参数见表1。
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表1 双列圆锥滚子轴承主要参数

Table1 Mainparametersofdoublerowtaperedrollerbearing

参数 轴承1 轴承2

单列滚子个数Z 21 39

滚子-外滚道接触角αo/(°) 10 15.11

滚子-内滚道接触角αi/(°) 7.8 11.11

滚子-挡边接触角v/(°) 8.1 11.65

滚子大端直径Dw/mm 24 17.56

滚子小端直径dw/mm 20.4 16.15

滚子有效长度la/mm 47.7 18.97

轴承节圆直径dm/mm 179 155

两列滚子质心距离ln/mm 77 40

弹性模量E/(105N·mm-1) 2.06 2.06

泊松比 0.3 0.3

4.1 模型对比验证

首先,验证本文提出的模型的准确性,以轴承1
为例,分别把本文模型的刚度计算结果和文献[21]
模型的刚度计算结果进行对比。如图7所示,在转

速为0,预紧力100N,轴向载荷为8000N时,随着

径向载荷的增加,轴承的径向刚度增加趋势明显,轴
向刚度变化趋势不明显。可以看出本文的刚度模型

和周献文模型[28]的刚度模型在变化趋势和量级上具

有良好的一致性,表明本文模型的准确性较好。

(a)径向刚度

(b)轴向刚度

图7 刚度模型结果准确性对比

Fig.7Comparisonofresultsaccuracyofstiffnessmodels

4.2 多工况下双列圆锥滚子轴承载荷及刚度分析

本文的轴承刚度分析主要从转速和轴承预紧位

移两方面展开。
图8所示为不同预紧位移且轴承仅存在预紧位

移的情况下,轴承的径向和轴向刚度随转速的变化

曲线。随着轴承转速的增加,轴承的径向刚度和轴

向刚度会逐渐减小;同时,随着安装预紧位移从

0.005mm增加到0.015mm,同一转速下轴承的径

向刚度和轴向刚度增加,轴承的径向刚度和轴向刚

度随转速降低的趋势变缓。

(a)径向刚度

(b)轴向刚度

图8 不同预紧位移下轴承刚度随转速的变化

Fig.8Curveofbearingstiffnesschangingwithrotationspeed
underdifferentpreloaddisplacement

图9为转速2000r/min,预紧位移0.01mm条

件下,轴承的径向和轴向刚度随轴向力的变化曲线。
可以明显看出,随着轴向力的增加,轴承的径向刚度

和轴向刚度都会产生先下降后上升的趋势,且都产

生了一个较大的转折点。从图10的单列轴承刚度

可以看出,第一列轴承的径向、轴向刚度始终存在稳

定上升的趋势,而第二列的径向、轴向刚度变化和两

列轴承总的变化趋势一致,可以知道双列轴承的突
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变原因主要在于第二列轴承。进一步对第二列轴承

的载荷分布进行分析,如图11所示,随着轴向力的

增加,第一列轴承持续受载,内圈力逐渐增加,而第

二列轴承在轴向力增加到14kN时,滚子和内滚道

无接触力,表明滚子和内滚道已经脱离接触。

(a)径向刚度

 
(b)轴向刚度

图9 轴承刚度随轴向力的变化

Fig.9Curveofbearingstiffnesschangingwithaxialforce

(a)第一列径向刚度

 
(b)第一列轴向刚度

(c)第二列径向刚度

 
(d)第二列轴向刚度

图10 单列轴承刚度随轴向力的变化

Fig.10Stiffnesscurveofsinglerowbearingwithaxialforce

图11 单列轴承内圈力随轴向力的变化

Fig.11 Variationcurveofinnerringforcewithaxial
forceofsinglerowbearing

图12是不同转速下轴承刚度随轴向力的变化

曲线。可以看出,当转速为0、2000、4000r/min

时,轴承的径向和轴向刚度随轴向力增加均存在先

减小后增加的趋势,且都存在一个明显的转折点,由
上文分析可知,此转折存在原因是第二列轴承的内

圈和滚子脱离接触。同时,转速增加使第二列轴

承的内圈和滚子脱离接触的最小轴向力越小,即
转速增加,第二列滚子更容易脱离接触,使得第一

列轴承受载更加严重,更易受损。因此在只承受

轴向力的情况下,应控制轴承的转速,以延长轴承

的使用寿命。

(a)径向刚度

(b)轴向刚度

图12 不同转速下轴承刚度随轴向力的变化

Fig.12Curveofbearingstiffnesschangingwithaxialforce
atdifferentrotationalspeeds

图13为不同预紧位移下轴承的径向和轴向刚

度随轴向力的变化曲线。可以看出,在预紧位移为

0.005、0.010、0.015mm时,随轴向力的增加,轴承

的径向、轴向刚度也存在先减小后增加的趋势;随着

预紧位移的减小,使第二列滚子脱离接触的最小轴

向力逐渐变小。可见,随着预紧位移的增加,轴承承

受轴向力的能力增强。

(a)径向刚度
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(b)轴向刚度

图13 不同预紧位移下轴承刚度随轴向力的变化

Fig.13Curveofbearingstiffnesschangingwithaxialforce

underdifferentpreloaddisplacement

图14为轴向力4kN时,随着预紧位移的增加,
双列圆锥滚子轴承的径向刚度、轴向刚度的变化趋

势。可以看出,随着预紧位移的增加,轴承刚度从不

变到增加,表明轴承从单列受载到双列受载的过程,
可以获得在单轴向力下双列圆锥滚子轴承存在使轴

承不发生滚子脱离的最小预紧位移。

(a)径向刚度 (b)轴向刚度

图14 轴承刚度随预紧位移的变化

Fig.14Curveofbearingstiffnesschangingwithpreloaddis-

placement

综上,预紧位移对轴承是至关重要的,预紧位移

使得双列圆锥滚子轴承不易产生滚子脱离滚道的现

象,保障了在轴向力条件下,双列圆锥滚子轴承的承

载能力。

5 结 论

通过多坐标矢量变换及切片的方法,建立了考

虑转速和陀螺力矩的双列圆锥滚子轴承的拟静力学

模型,此模型可用于不同载荷工况下的轴承受载计

算。在此模型基础上,结合轴承刚度定义,对轴承的

刚度进行求解,揭示了不同工况下轴承的刚度变化

规律,深入探究了转速和预紧位移与轴承刚度的关

系,得出以下结论。
(1)对于仅存在预紧位移的双列圆锥滚子轴承,

当转速从0增加到4000r/min时,其径向、轴向刚

度减小;当预紧位移从0.005mm增加到0.015mm

时,这种变化趋势逐渐变缓。
(2)对于只承受轴向力的双列圆锥滚子轴承而

言,轴向力从10kN增加到14kN时,其径向、轴向

刚度减小;轴向力从14kN增加到19kN时,其径

向、轴向刚度增加。当第二列滚子脱离滚道时,刚度

的趋势发生变化。
(3)对于不同转速,仅受轴向力的双列圆锥滚子

轴承而言,当转速从0r/min增加到4000r/min时,
第二列滚子更容易发生脱离现象。

(4)对于不同预紧位移下,仅受轴向力的双列圆

锥滚子轴承而言,随着预紧位移从0.015mm减小

到0.005mm,第二列滚子更容易发生脱离现象。
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