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摘要:针对现有概念约简算法计算过程较为繁琐且执行效率低的问题,提出了一种多线程概念约

简算法 MTCR。MTCR以提高计算概念约简的效率为首要目标,在多核环境下利用多线程技术并

行计算概念约简。首先,MTCR算法使用两个线程分别计算单个对象的对象代表概念集和单个属性

的属性代表概念集;然后,将形式背景中的对象(属性)依次放入p个队列,并为每个队列创建线程;最
后,通过多线程方式并行计算任意对象的对象代表概念集和任意属性的属性代表概念集,以及两类代

表概念集的交集,进而构建代表概念矩阵,据此计算出所有概念约简。在 MTCR算法中,使用多线程

的每个阶段的数据相对独立,使得多线程之间不需要频繁的同步操作,从而减少了线程之间的竞争和

等待。这样可充分有效地利用计算资源,大大提升算法的性能。UCI数据集和随机数据集上的实验

表明:MTCR算法可以准确得到概念约简结果,在使用单线程情况下执行速度与串行概念约简算法

SCR相近;当线程数不超过8时,线程数每增加1倍,MTCR算法执行速度可提高30%以上。
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Abstract:Aimingattheissuethattheexistingconceptreductionalgorithmsarecomplexandthe
efficiencyislow,amulti-threadconceptreductionalgorithm(MTCR)isproposed.MTCRtakes
improvingtheefficiencyofconceptreductionalgorithmsastheprimarygoalandemploysmulti-
threadtechnologytoparallellycalculateconceptreductioninamulti-coreenvironment.TheMT-
CRalgorithminitiallyusestwothreadstocalculatetheobjectrepresentativeconceptsetofasin-
gleobjectandtheattributerepresentativeconceptsetofasingleattribute,thenputstheobjects
(attributes)intopqueuesinturn,andcreatesathreadforeachqueue.Finally,theobjectrepre-
sentativeconceptsetofanyobjectandtheattributerepresentativeconceptsetofanyattributeare
calculatedparallellyusingmulti-threadedtechnology,andtherepresentativeconceptmatrixis
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constructedbycomputingtheintersectionofthesetwodifferenttypesofrepresentativeconcept
sets,onthebasisofwhichalltheconceptreductsarecomputed.IntheMTCRalgorithm,thedata
ofeachstageusingmultiplethreadsisrelativelyindependent,whichavoidsfrequentsynchroniza-
tionoperationsbetweenmultiplethreads,therebyreducingthecompetitionandwaitingtimebe-
tweenthreads.Thismechanismenablesthefullandeffectiveutilizationofcomputingresources,

whichgreatlyimprovestheperformanceofthealgorithm.ExperimentsonUCIdatasetsandran-
domdatasetsshowthattheMTCRalgorithmcanaccuratelyobtainallconceptreduction,andthe
runningtimeisclosetotheexistingSCRalgorithmwhenusingasinglethread.Specially,when
thenumberofthreadsislessthan8,therunningtimeoftheMTCRalgorithmcanbeimproved
bymorethan30%foreachdoublingofthenumberofthreads.
Keywords:formalconceptanalysis;conceptlattice;conceptreduction;multi-threadparallel

algorithm

  德国数学家 Wille于20世纪八十年代为重构格

理论提出了形式概念分析(formalconceptanalysis,

FCA)[1-2]。该理论自提出至今得到了很大的发展,
已经突破了格论自身,被广泛应用到诸如数据挖

掘[3-4]、软件工程[5-6]、知识工程[7-8]、推荐系统[9-10]和

信息检索[11-12]等领域,成为解决知识发现问题的重

要理论和工具之一。
概念约简是形式概念分析理论的一个新的研究

方向,由魏玲等[13-14]于2018年提出。概念约简的目

标是获取保持二元关系不变的极小概念集,这样可

以在完全不损失形式背景原始信息的情况下,减少

概念数量,降低使用形式概念分析解决问题的复杂

性。目前,概念约简算法相对较少,魏玲等[14]在

2020年提 出 了 基 于 二 元 关 系 的 概 念 约 简 算 法。

Zhao等[15]在文献[14]的基础上进一步研究,提出

代表概念矩阵的定义,简明直观地展示了二元关系

与概念之间的联系,并给出了基于代表概念矩阵的

串行概念约简算法(serialconceptreduction,SCR)。
谢小贤等[16]从布尔运算的角度研究了保持二元关

系不变的概念约简。马文胜等[17]针对计算部分概

念约简的问题,提出同效关系,并给出通过同效关系

求解概念约简的方法。李俊余等[18]提出三元概念

约简,可保持三元背景中所有的三元关系不变。王

霞等[19]提出一种基于概念可辨识矩阵对概念类别

进行判定的方法。刘津等[20]提出了基于概念可辨

识矩阵的对偶三支概念约简方法。

SCR算法将概念通过对象和属性分别聚类的

方式构建代表概念矩阵,并使用代表概念矩阵计算

概念约简,其时间复杂度低于文献[14]和文献[16]
中概念约简算法的时间复杂度,较二者具有更快的

执行速度,但SCR算法中并没有使用多线程方法,

执行效率仍然不高。针对此问题,提出一种多线程

概念 约 简 算 法 (multi-threadconceptreduction,

MTCR)。MTCR算法使用构建代表概念矩阵的思

想,通过两个线程分别对对象集和属性集单独处理,
计算每个对象的对象代表概念集和每个属性的属性

代表概念集,并以多线程并行计算方式获取任意对

象的对象代表概念集和任意属性的属性代表概念集

中共有概念,从而构建出代表概念矩阵。本文是在

多核环境下运行多线程程序,通过使用多线程,提高

概念约简算法的执行效率。

1 概念约简基础理论

先给出形式概念分析的基础知识。
定义1[1] 称 (G,M,I)为一个形式背景,其中G =
{g1,…,gp}为对象集,每个gi(i≤p)称为一个对

象;M = {m1,…,mq}为属性集,每个mj(j≤q)称

为一个属性;I为G 和M 之间的二元关系,即I⊆G
×M。若(g,m)∈I,则表示对象g具有属性m,也记

为gIm。
例1:表1是一个形式背景 (G,M,I),其对象集

G= {1,2,3,4,5},属性集 M = {a,b,c,d,e}。表中

将 g,m  ∈I记为1,g,m  ∉I记为0。
表1 一个形式背景(G,M,I)
Table1Aformalcontext(G,M,I)

对象 a b c d e

1 1 0 1 0 1

2 1 1 0 0 0

3 0 1 0 0 1

4 1 0 0 1 0

5 1 1 0 0 1
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  对于形式背景(G,M,I),在对象子集X⊆G和

属性子集B⊆M 上可以定义一对对偶算子

X* = {m|m∈M,∀g∈X,gIm}

B* = {g|g∈G,∀m∈B,gIm}
其中X* 表示X 中所有对象共同具有的属性集合,

B* 表示共同具有B 中所有属性的对象集合。
对于任意的X⊆G,B⊆M,若X* =B且B*

=X,则称(X,B)为形式概念,简称概念。其中X 称

为概念的外延,B 称为概念的内涵。
将形式背景 (G,M,I)所有形式概念的集合记

为L(G,M,I)。对于任意的(X1,B1),(X2,B2)∈
L(G,M,I),定义如下的偏序关系

(X1,B1)≤ (X2,B2)⇔X1 ⊆X2(B1 ⊇B2)
任意两个概念的下确界、上确界为

(X1,B1)∧ (X2,B2)= (X1 ∩X2,(B1 ∪B2)**)
(X1,B1)∨ (X2,B2)= ((X1 ∪X2)**,B1 ∩B2)
从而L(G,M,I)形成一个完备格,被称为概念格。

例2:例1中形式背景构建的概念格如图1所

示。为了使用方便,本文中所有概念的外延、内涵都

以罗列其中元素的序列形式给出,并对所有概念进

行编号。

图1 L(G,M,I)

Fig.1L(G,M,I)

概念格虽然可以清晰地展示形式背景中概念之

间的层次关系,但是在知识还原方面,概念格中的概

念信息存在冗余,而通过概念约简仅用部分概念就

可以完全还原形式背景的全部信息。下面给出概念

约简的相关定义。
定义2[14] 设 (G,M,I)是一个形式背景,L(G,M,

I)是概念格,F⊆L(G,M,I)。如果I=∪(X,B)∈F(X
×B),则称F为保持二元关系I不变的概念协调集;
若对任意的(Xi,Bi)∈F,F'=F\{(Xi,Bi)},有I
≠∪(X,B)∈F'(X×B),则称F为保持二元关系I不变

的概念约简。

注 由文献[15]可知,概念格中顶元与底元均不存

在于概念约简中。因此,这两种概念在之后的讨论

中不予考虑。
定义3[15] 设 (G,M,I)为形式背景,gi∈G,mj ∈
M。如果存在(X,B)∈L(G,M,I),满足gi∈X 且

mj∈B,那么称(X,B)为(gi,mj)的一个代表概念。
记REP((gi,mj))= {(X,B)∈L(G,M,I)|(gi,

mj)∈X×B ,称REP((gi,mj))为(gi,mj)的代表

概念 集;记 Λ = (REP((gi,mj)),gi ∈ G,mj ∈
M)|G|×|M| 为代表概念集 REP((gi,mj))构成的矩

阵,称Λ 为(G,M,I)的代表概念矩阵。
定义4 设(G,M,I)为形式背景,gi∈G,mj∈M。
如果存在(X,B)∈L(G,M,I),满足gi∈X,那么

称(X,B)为对象gi的对象代表概念,记REP(gi)=
{(X,B)∈L(G,M,I)|gi∈X},称REP(gi)为对

象gi 的对象代表概念集;若存在(X,B)∈L(G,M,

I),满足mj∈B,那么称(X,B)为属性mj 的属性代

表概念,记REP(mj)={(X,B)∈L(G,M,I)|mj

∈B},称REP(mj)为属性mj 的属性代表概念集。
根据对象gi 的对象代表概念集和属性mj 的属

性代表概念集的定义,可以得到如下性质。
性质1 设(G,M,I)为形式背景,gi∈G,mj∈M,
则有REP((gi,mj))=REP(gi)∩REP(mj)。

例3:L(G,M,I)中每一个对象的对象代表概

念集和每一个属性的属性代表概念集分别如表2和

表3所示。
表2 例1中的REP(gi)
Table2REP(gi)inexample1

gi REP(gi)

1 {c2,c3,c6,c9}

2 {c2,c4,c8}

3 {c3,c4,c7}

4 {c2,c5}

5 {c2,c3,c4,c6,c7,c8,c10}

表3 例1中的REP(mj)
Table3REP(mj)inexample1

mj REP(mj)

a {c2,c5,c6,c8,c9,c10}

b {c4,c7,c8,c10}

c c9  

d c5  

e {c3,c6,c7,c9,c10}

例1中代表概念矩阵Λ 如下所示。
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Λ=

{c2,c6,c9} ∅ c9  ∅ {c3,c6,c9}
{c2,c8} {c4,c8} ∅ ∅ ∅
∅ {c4,c7} ∅ ∅ {c3,c7}

{c2,c5} ∅ ∅ c5  ∅
{c2,c6,c8,c10} {c4,c7,c8,c10} ∅ ∅ {c3,c6,c7,c10}

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

5×5

  矩阵共有5行5列。第i行第j列的代表概念集

表示外延包含第i个对象gi,同时内涵包含第j个属

性mj 的所有代表概念。代表概念由对象gi 的对象

代表概念集REP(gi)和属性mj 的属性代表概念集

REP(mj)做交运算获得。例如代表概念矩阵第1行

第1列的概念集合由对象1的对象代表概念集{c2,
c3,c6,c9}和属性a的属性代表概念集{c2,c5,c6,c8,
c9,c10}做交运算获得,即满足外延包含对象1同时

内涵包含属性a的所有概念为{c2,c6,c9}。空集 ∅
表示不存在相应的代表概念。

为了得到概念约简,可以将代表概念矩阵中的

代表概念集罗列,并在每个代表概念集中任取一个

概念进行组合,得到概念协调集,其中极小的集合就

是概念约简。具体方法由命题1给出。
命题1[15] 设 (G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)是

其概念格,对任意的(gi,mj)∈I,记代表概念函数

f(Λ)=ΛREP((gi,mj
))∈Λ(∨(X,B)∈REP((gi,mj

))(X,B)),则
f(Λ)所对应的极小析取范式中的所有合取式为该

形式背景所对应的概念约简全体。
在代表概念矩阵中可以很明显发现,代表概念集

之间可能存在包含关系。这种包含关系使代表概念

矩阵中存在大量重复信息,造成信息冗余。为了降低

概念约简的计算复杂度,提升概念约简执行效率,可
以通过删除包含元素,保留被包含元素的方式,将代

表概念矩阵简化。简化后的代表概念矩阵称为最小

代表概念矩阵。上面的代表概念矩阵简化结果如下

Λmin =
∅ ∅ c9  ∅ ∅

{c2,c8} {c4,c8} ∅ ∅ ∅
∅ {c4,c7} ∅ ∅ {c3,c7}

∅ ∅ ∅ c5  ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

5×5

  由例3中最小代表概念矩阵Λmin,可以得到4
个概念约简结果为{c5,c7,c8,c9}、{c2,c4,c5,c7,c9}、
{c2,c3,c4,c5,c9}和{c3,c4,c5,c8,c9}。

2 MTCR概念约简算法

2.1 SCR概念约简算法

图2为使用SCR算法计算概念约简的流程图,

主要包含4个步骤。
(1)计算概念:将输入的形式背景通过概念格构

建算法计算生成所有形式概念。
(2)计算代表概念矩阵:计算所有对象的对象代

表概念集和所有属性的属性代表概念集,并通过任

意对象的对象代表概念集和任意属性的属性代表概

念集中的共有概念构建代表概念矩阵。
(3)计算最小代表概念矩阵:判断代表概念矩阵

中代表概念集之间的包含关系。若两个不同的代表

概念集之间存在包含关系,则删除包含的代表概念

集,保留被包含的代表概念集。若代表概念矩阵中

任意两个代表概念集之间均不存在包含关系,则该

矩阵为最小代表概念矩阵。
(4)计算概念约简结果:计算最小代表概念矩阵

中所有非空代表概念集极小析取范式中的所有合取

式获得概念约简。
在上述4个步骤中,因为第1步和第4步的算

法已相对成熟[21-25],所以在概念约简中使用现有算

法,SCR算法只提出第2步和第3步的算法。第2步

是SCR算法的核心步骤,也是占用时间最长的步骤,
因此MTCR概念约简算法对第2步实现多线程并行

计算方式改进,其余步骤与SCR算法保持一致。

图2 概念约简计算过程流程图

Fig.2Theflowchartofconceptreductcalculation

2.2 MTCR概念约简算法

计算代表概念矩阵分为两步,先计算对象代表

概念集REP(gi)和属性代表概念集REP(mj),再
计算REP(gi)和REP(mj)中的共有概念。
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MTCR算法在计算代表概念矩阵时,先以对象

和属性为出发点,通过不同线程并行计算每一个对象

gi的对象代表概念集REP(gi)和每一个属性mj的属

性代表概念集REP(mj)。实现过程如算法1所示。
算法1:计算对象代表概念集和属性代表概念

集。输入概念集合concepts,输出为对象代表概念

集objs[i]和属性代表概念集attrs[j]。
1 Process1:
2 fori=0to|G|
3  for(X,B)inconcepts
4   ifgi∈X
5    Add(X,B)toobjs[i];
6   endif
7  endfor
8 endfor
9 Process2:
10forj=0to|M|
11 for(X,B)inconcepts
12  ifmj∈B
13   Add(X,B)toattrs[j];
14  endif
15 endfor
16endfor

算法1创建了线程1、线程2,两个线程并行执行。
算法第1行到第8行,创建线程1并计算每一个对

象的对象代表概念集。遍历L(G,M,I)中的概念,
将外延中包含对象gi 的所有概念的标志以位运算

的方式存于objs[i]中。
算法第9行到第16行,创建线程2并计算每一

个属性的属性代表概念集。遍历L(G,M,I)中的

概念,将内涵中包含属性mj 的所有概念的标志以位

运算的方式存于attrs[j]中。
通过对象代表概念集REP(gi)和属性代表概念

集REP(mj)可以计算出 (gi,mj)的代表概念集。在

计算过程中,每计算一个代表概念集,都会查询相应

的对象代表概念集和属性代表概念集,但不同代表

概念集的计算过程互不影响。因此为了提高计算效

率,可以使用多线程方式并行计算不同代表概念集。
将形式背景中的对象依次放入p个队列,并为每个队

列分配线程,通过多线程方式并行计算出任意对象的

对象代表概念集和任意属性的属性代表概念集的交

集,最终得到代表概念矩阵。实现过程如算法2所示。
算法2:计算代表概念矩阵。输入对象代表概

念集objs[i]和属性代表概念集attrs[j],输出代表

概念矩阵represented[i][j]。

1 forobjincontext
2  count++;
3  Store(obj,queue[count%p]);
4 endfor
5 forq=0top-1
6  newprocess;
7  forobjinqueue[q]
8   i←obj;
9   forj=0to|M|
10    ifobjs[i]∩attrs[j]≠ Ø
11     represented[i][j]=objs[i]∩attrs[j];
12    endif
13  endfor
14 endfor
15endfor

算法第1行到第4行,将形式背景中的对象依

次存入p个队列。
算法第5行到第15行,为每个队列分配线程,分

别计算队列中所含对象的对象代表概念集和与每一

个属性的属性代表概念集中的共有概念。由性质1可

知,结果即为外延具有特定对象且内涵具有特定属性

的概念集合,并将其存于代表概念矩阵represented中。
算法2以形式背景中对象为分配数据依次放入

p个队列,计算任意对象的对象代表概念集与任意属

性的属性代表概念集中的共有概念构建代表概念矩

阵。若将算法2中的对象与属性互换,以属性作为分

配数据放入p个队列,同样可以得到代表概念矩阵,
并且与算法2计算得到的代表概念矩阵一致。为了

使多线程负载均衡,当形式背景中对象数大于等于属

性数时,MTCR算法使用以对象为分配数据的方式进

行计算;当形式背景中的对象数小于属性数时,MT-
CR算法以属性为分配数据的方式进行计算。

通过多线程并行计算对象代表概念集和属性代

表概念集的方法计算代表概念矩阵,极大地提高了

执行效率。

3 实验结果与分析

实验在AppleM1Pro10核、主频为3.20GHz、
内存为16GB的便携式计算机上进行,分别对例1
中形式背景和4种UCI数据集进行处理,分析SCR
算法与 MTCR算法在性能上的区别,表明 MTCR
算法可以准确得到概念约简结果,并且在运行速度上

快于SCR算法。在对比实验2中使用随机数据集,
分别考虑属性数量、对象数量和密度大小对 MTCR
算法性能的影响。

实验中计算概念步骤和计算概念约简结果步骤
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分别使用Andrews[24]提出的InClose3算法和智慧

来等[25]提出的极小覆盖法。为了直观对比 MTCR
算法相对于SCR算法在执行速度上的提升,我们仅

比较计算代表概念矩阵和计算最小代表概念矩阵消

耗的总时间,并计算提升效率。
例1中使用 MTCR算法的实验结果如表4所

示,其中t为计算概念约简所需时间。表4中概念

约简结果与例3中计算得到的概念约简结果相同,
表明 MTCR算法的准确性。

对比实验1使用的 UCI数据集是 UCIMa-
chineLearningRepository网站中提供的Balance-
Scale、Car、Iris和 Wine这4个数据集,对比SCR算

法和 MTCR算法在执行时间上的差异,对比结果如

表5所示,MTCR运行时间为使用两个线程时所消

耗的时间。SCR算法分别与1、2、4和8个线程的

MTCR算法对比结果如图3所示。
通过对4个UCI数据集进行实验,由图3可以

明确观察到使用 MTCR概念约简算法在计算概念

约简时,使用单线程情况下,与SCR算法计算时间

几乎相同;使用2、4和8线程时,MTCR算法使用

时间均少于SCR算法。当线程数不超过8时,线程

数每增加1倍,计算速度可以提高约30%。

(a)Balance-Scale

(b)Car

(c)Iris

(d)Wine
图3 MTCR算法与SCR算法对比实验

Fig.3ComparisontestbetweenMTCRandSCR

表4 例1实验运行过程表

Table4Therunningprocessoftheexperimentinexample1

概念数量 t/ms 最小代表概念矩阵元素 概念约简

11 40
{c5},{c9},{c2,c8},{c3,c7},

{c4,c7},{c4,c8}
{c5,c7,c8,c9},{c2,c4,c5,c7,c9},
{c2,c3,c4,c5,c9},{c3,c4,c5,c8,c9}

表5 4个UCI数据集实验结果

Table5Experimentalresultsof4UCIdatasets

UCI数据集 对象数 属性数 概念总数 SCR运行时间/ms MTCR运行时间/ms 提升效率/%
Balance-Scale 625 23 2106 755 493 34.70

Car 1728 25 12640 48114 28282 41.22
Iris 150 126 445 56 38 32.14
Wine 178 1279 984 172 120 30.23

  对比实验2,为了进一步验证 MTCR算法的高

效性,对随机数据进行实验,固定形式背景中其他变

量,分别改变属性数量,对象数量和密度大小,分析

对不同数量线程性能的影响,实验结果如图4所示。
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(a)对象数(|M|=30,d=30%)

(b)属性数(|G|=300,d=30%)

(c)密度(|G|=100,|M|=20)

图4 不同变量对 MTCR算法性能的影响

Fig.4Influenceofdifferentvariablesontheperformance

ofMTCR

图4(a)为固定形式背景的属性数量为30,密度

为30%,对象数量的变化范围为100~800;图4(b)
为固定形式背景的对象数量为300,密度为30%,属
性数量的变化范围为25~45;图4(c)为固定形式

背景对象数为100,属性数为20,密度大小的变化范

围为20%~100%。
在形式概念分析中,对象与属性呈对偶关系,对

象数与属性数对 MTCR算法的性能具有相同的影

响。由图4中(a)、(b)可知,固定其他变量,仅改变

对象数(属性数)时,MTCR算法计算时间随对象数

(属性数)增加而增加,当对象数和属性数都较大时,
形式背景中的概念数量呈指数倍增长,MTCR算法

计算时间也呈指数倍增长。由图4(c)可知,固定对

象数和属性数不变,形式背景密度处于80%左右

时,概念数量相对较多,MTCR算法计算时间较长,
密度趋于0%和100%时,概念数量相对较少,MTCR
算法计算时间较短。

通过对UCI数据集和随机数据集的实验分析

可知,MTCR算法使用的线程数量增长对算法效率

的提升趋于稳定,当线程数不超过8时,随着线程数

量每增加1倍,MTCR算法计算效率均可提速30%
以上。但是,随着概念数量的增长,MTCR算法在

使用固定数量的多线程情况下,计算所需时间随概

念数量的增长呈指数倍增长。在处理较大规模的数

据集时,应增加线程数量,以提高计算效率。

4 结束语

本文基于通过构建代表概念矩阵计算概念约简

的方法,对SCR算法中计算过程复杂,执行效率低

的部分提出并行化处理方案。通过对例1中的形式

背景、UCI数 据 集 和 随 机 数 据 集 的 实 验 表 明,

MTCR算法能准确、快速地计算出概念约简的结果,
极大提高概念约简算法的执行效率。当线程数不超

过8时,随着线程数量每增加1倍,MTCR算法计

算效率均可以提升30%以上。
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