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采用多传感器融合的空间全方位
旋转角度测量方法
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摘要：针对现有基于三轴倾角传感器的空间旋转角度测量方法在旋转轴接近竖直工况下存在测量

局限、难以实现全方位高精度测量的问题，提出了一种融合三轴倾角传感器与三轴磁北传感器的空

间全方位旋转角度测量方法。在传统三轴倾角传感器的空间旋转模型基础上，引入磁北传感器旋

转模型，建立传感器安装模型，定义位置参数α、β、γ和φ，构建传感器输出与空间位置参数及旋转

角度之间的关系，推导位置参数拟合方程、旋转角度解算公式及其合成误差表达式，并系统分析各

位置参数对合成误差的影响规律。理论分析与实验结果表明：α对合成误差无影响，为非敏感参数；γ
影响不同解算公式的适用范围，是公式选择的敏感参数；β决定不同传感器的适用范围，是传感器选择

的关键参数。基于最小合成误差准则，可实现传感器及解算公式的自适应选择。所提方法有效克服了

单一倾角传感器在竖直旋转轴工况下无法测量的局限，实现了旋转轴方向任意、旋转范围达 3 60°的

空间全方位角度测量，测量准确度优于 0.2°，为空间旋转角度测量方法的研究提供了新思路。
关键词：角度测量；全方位旋转角；空间旋转模型；多传感器

中图分类号：TM938.81 文献标志码：A
DOI：10.765 2/xj tuxb202 60900 1 文章编号：025 3-987X（202 6）09-0001-08

Omnidirectional Spatial Rotation Angle Measurement Method
Based on Multi-Sensor Fusion

CAO Jian’an1,2,XIAO Zhizhong1,ZHAO Minj ie1

（1.School of Electrical Engineering,Xi’an Jiaotong University,Xi’an 7 1 0049,China；

2.National Key Laboratory for High Energy Pulsed Power,Xi’an Jiaotong University,Xi’an 7 1 0049,China）

Abstract：To address the limitations of existing spatial rotation angle measurement methods based on
triaxial tilt sensors when the rotation axis is close to the vertical direction,which make omnidirectional
high-precision measurement difficult,an omnidirectional spatial rotation angle measurement method
integrating a triaxial tilt sensor and a triaxial geomagnetic sensor is proposed.Based on the
conventional spatial rotation model of a triaxial tilt sensor,a rotation model for the geomagnetic
sensor is introduced.A sensor installation model is established,and the position parametersα,β,

γ,andφ are defined.The relationships among sensor outputs,spatial position parameters,and
rotation angle are established,and the fitting equations for the position parameters,the rotation
angle calculation formulas,and the composite error expressions are derived.In addition,the
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effects of the position parameters on the composite error are systematically analyzed.It is shown
by theoretical analysis and experimental results thatα has no effect on the composite error and is
therefore a non-sensitive parameter；γ affects the applicable ranges of different calculation
formulas and is a sensitive parameter for formula selection；andβdetermines the applicable ranges
of different sensors and is a key parameter for sensor selection.Based on the minimum composite
error criterion,adaptive selection of sensors and calculation formulas can be achieved.The
limitation that rotation angles cannot be measured by a single tilt sensor when the rotation axis is
vertical is effectively overcome by the proposed method,and omnidirectional spatial rotation angle
measurement with an arbitrary rotation-axis direction and a full 3 60°rotation range is achieved.A
measurement accuracy better than 0.2°is achieved,providing a new idea for the study of spatial
rotation angle measurement methods.
Keywords：angle measurement；omnidirectional rotation angle；spatial rotation model；multisensor

  空间旋转角度测量在工业、航空、航天等多个领

域中具有广泛的应用,尤其在飞机、无人机等高速飞

行器的测试中占据着至关重要的地位[1-4]。随着智

能制造、自动化技术以及高精度定位系统的发展,这
类测量任务面临的挑战也愈加复杂：旋转轴的空间

方位常常未知,测量范围较宽,且精度要求极高。此

外,设备需要具备小巧、轻便的特点,以便于在不同

的测试环境中灵活安装和应用。为应对这些挑战,
近年来,学者们提出了多种旋转角度测量方法,其中

最为 常 见 的 包 括 双 目 视 觉 测 量、惯 性 测 量 单 元

（IMU）测量和倾角传感器测量等方法[5-9]。
双目视觉测量方法通过非接触方式进行测量,

避免了因物理干扰或机械磨损引起的误差,且不需

要特定的安装装置,具有较强的适应性[10-1 1]。这使

得双目视觉在航空航天领域中成为一种重要的角度

测量工具,尤其是在飞机舵面偏角测量中[12]。然

而,这一方法对光照变化和运动模糊较为敏感,要求

较高的系统维护与预处理步骤。为了提高测量精度

并减少误差,研究者们提出了改进的图像预处理算

法及特征提取方法。此外,双目视觉系统的标定过

程较为复杂,任何标定误差都可能导致测量结果的

不准确。在实际应用中,三维重建和角度计算过程

中的高计算量也是其应用中的一大挑战[1 3-14]。因

此,如何提高双目视觉系统的标定精度和计算效率,
仍然是当前研究中的关键问题。

IMU 测量方法因其优异的动态响应速度和强

大的适应性,在飞行器、无人机等高精度控制系统中

得到了广泛应用。IMU 系统能够实时响应舵面动

作,且不易受到光照、灰尘等外部环境因素的干扰,
表现出较高的稳定性,因此在复杂环境中具有显著

优势[1 5-1 6]。然而,IMU 测量方法对安装位置有严格

要求,且在高振动环境中,IMU 的加速度计和陀螺

仪容易受到噪声干扰,这些干扰可能导致误差积累

和测量结果的不稳定。为解决这些问题,许多研究

提出了通过优化算法和传感器设计来提高 IMU 在

动态环境下的鲁棒性和准确性[1 7-1 8]。
倾角传感器测量方法主要是测量传感器与水平

面的夹角,具有结构简单、成本低、稳定性高等优点,
尤其适用于静态测量。在静态环境下,倾角传感器

能够提供较高的测量精度,并且不易受到温度变化

或外部干扰的影响。然而,倾角传感器的测量范围

有限,不能有效测量旋转轴在竖直方向的偏角,且随

着倾斜角度的增加,传感器的灵敏度会下降[1 9-2 5]。
为了解决倾角传感器测量局限性的问题,本文

提出了一种采用多传感器融合的空间全方位旋转角

度测量方法,融合了倾角传感器和磁北传感器。该

方法能够有效解决倾角传感器在静态工况下的盲区

问题,并通过融合磁北传感器的优势,弥补倾角传感

器在测量中的性能限制,从而显著提升测量的准确

度和稳定性。得益于多传感器融合技术,该方法在

不同静态工况下仍能保持良好的测量性能,确保了

系统的可靠性和适用性。

1 空间全方位旋转角度模型

1.1 三轴传感器安装模型

三轴传感器的 x、y、z 轴排列顺序遵循右手定

则,将传感器安装在测量平面上时,默认 x、y 轴位于

测量平面内,z 轴垂直于测量平面,其安装模型示意

图如图 1 所示,其中B T'表示地磁矢量在水平面的投

影。其中：α的定义为 y 轴与旋转轴在测量平面上的

投影线所形成的夹角；β的定义为水平面与旋转轴

所形成的夹角；γ的定义为测量平面与旋转轴所形

成的夹角；φ的定义为旋转轴在水平面的投影与地

磁矢量在水平面的投影的夹角。
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图 1 三轴传感器安装模型

Fig.1 Three-axis sensor installation model

1.2 三轴传感器空间旋转模型

基于传感器安装模型,构建三轴传感器绕轴旋

转的空间几何模型,如图 2 所示,其中 B T 表示地磁

矢量,B T' 表示其在水平面的投影,ψ为地磁倾角。设
水平面为P,旋转轴为L,取L与P 的交点O 为原点,
并以 L 在 P 上的投影方向为Y 轴,建立参考坐标系

O-XYZ,同时建立旋转坐标系 O-UVW 和传感器坐

标系 o-xyz。

图 2 三轴传感器空间旋转模型

Fig.2 Three-axis sensor spatial rotation model

为便于旋转角度的计算,本文规定：当传感器 z
轴处于YOZ 面内时,将其定义为初始零位。此时,各
测量轴对应的方向向量分别记为 Cx0、C y 0 和 C z0。当
传感器绕旋转轴 L 逆时针旋转θ后,其测量轴的方

向向量变为 Cx 1、C y 1 和 C z 1。
1.3 旋转方程

图 2 所示的旋转模型,适用于三轴倾角传感器

及三轴磁北传感器,基于该模型,三轴倾角传感器

的输出 I x、I y 和 I z 满足如下关系

I x = sinαcosγ sinβ- cosαcosβsinθ+
  sinα sinγ cosβcosθ
I y = cosαcosγ sinβ+ sinαcosβsinθ+
  cosα sinγ cosβcosθ
I z =- sinγ sinβ+ cosγ cosβcosθ

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣

（1）

式中：I x、I y 和 I z 为测量轴方向向量C x、C y 和C z 与

水平面夹角的正弦值。
三轴磁北传感器的输出Mx、My 和M z 满足如下

关系

Mx = sinαcosγ cosβcosψ cosφ+ sinαcosγ sinβ·

  sinψ+（cosαcosψ sinφ- sinαsinγ sinβcosψ·

  cosφ+ sinαsinγ cosβsinψ）cosθ+
  （sinαsinγ cosψ sinφ+ cosαsinβcosψ cosφ-
  cosαcosβsinψ）sinθ
My = cosαcosγ cosβcosψ cosφ+ cosαcosγ sinβ·

  sinψ+（- sinαcosψsinφ- cosαsinγsinβcosψ·

  cosφ+ cosαsinγ cosβsinψ）cosθ+
  （cosαsinγ cosψ sinφ- sinαsinβcosψ cosφ+
  sinαcosβsinψ）sinθ
Mz =- sinγ cosβcosψ cosφ- sinγ sinβsinψ+
  （- cosψ sinβcosψ cosφ+ cosγ cosβsinψ）·

  cosθ+ cosγ cosψ sinφ sinθ

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣㊣

（2）
式中：Mx、My 和M z 为测量轴方向向量C x、C y 和C z

与地磁矢量夹角的余弦值。

1.4 旋转方程的特点

当传感器绕旋转轴转动时,三轴倾角传感器与

三轴磁北传感器任意两路输出信号在对应二维平面

内均形成椭圆轨迹,且各轨迹之间存在确定的关联

关系,如图 3 所示。

图 3 输出轨迹示意图

Fig.3 Output traj ectory schematic

倾角 传 感 器 对 应 的 椭 圆 几 何 参 数：中 心 点

（Cx 1,C y 1）为（sinαcosγsinβ,cosαcosγsinβ）；长半

轴为 a 1 = cosβ ；短半轴为 b 1 = cosβsinγ ；离
心率为 e 1 = cosγ ；长轴倾角为φ1 =-α。

磁北 传 感 器 对 应 的 椭 圆 几 何 参 数：中 心 点

（Cx 2,C y 2）为 （sin α cos γ cos β cos ψ cos φ +
sinα sinβsinψ cosφ,cosαcosγ cosβcosψ cosφ+
cos α cos γ sin β sin ψ）； 长 半 轴 a 2 =

3



西 安 交 通 大 学 学 报 第 60 卷 

 zkxb.xj tu.edu.cn 

cos2ψ sin2φ+（sinβcosψ cosφ- cosβsinψ）2 ；
短半轴 b 2 = a 2 sinγ ；离心率为 e 2 = cosγ ；长轴

倾角为φ2 =-α。
两个椭圆中心与原点的连线共线,且具有相同

的离心率和长轴倾角。其长半轴等于旋转轴与对应

参考矢量夹角的正弦值,其中倾角传感器的参考矢

量为重力矢量,磁北传感器的参考矢量为地磁场矢

量。因此,旋转轴与参考矢量的夹角越大,对应椭圆

越大；夹角越小,对应椭圆越小。

1.5 不同传感器的测量盲区

当β=90°时,倾角传感器的输出表达式为

I x = sinαcosγ
I y = cosαcosγ
I z =- sinγ

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（3）

分析式（3）可知,在该条件下,三轴倾角传感器的输

出表达式均不含旋转角度θ,其取值仅由空间位置

参数决定。因此,倾角传感器在此情况下无法感知

旋转运动,对空间旋转角度θ存在测量盲区。
当φ=0°且β=ψ时,磁北传感器的输出表达

式为

Mx = sinαcosγ
My = cosαcosγ
Mz =- sinγ

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（4）

分析式（4）可知,在该条件下,三轴磁北传感器的输

出表达式中同样不含旋转角度θ,其取值由空间位

置参数决定。因此,磁北传感器在此情况下对空间

旋转角度θ亦存在测量盲区。
一般情况下,倾角传感器与磁北传感器的测量

盲区并不重合,因此二者在空间旋转角度测量中具

有明显的互补特性。

2 多传感器融合的旋转角度测量方法

2.1 空间旋转角度解算方程

对于倾角传感器,由式（1）通过变换后可以获得

如下线性方程

m 1 I x +n 1 I y +p 1 = I z （5）
式中：m 1 = sinα/tanγ；n 1 = cosα/tanγ；p =
- sinβ/sinγ。

将不同位置 i 下测得的三轴倾角传感器输出

I xi、I yi 和 I zi 代入式（5）进行线性拟合,求得空间位

置参数α、β、γ的拟合值。在此基础上,由式（1）进一

步推导出倾角传感器旋转角度的解算公式,从而实

现各位置 i 旋转角度θi 的计算式为

sinθi = I yi sinα-I xi cosαcosβ
（6）

cosθi = I xi sinα+I yi cosα- cosγ sinβsinγ cosβ
（7）

cosθi = I zi + sinγ sinβcosγ cosβ
（8）

  类似地,对于磁北传感器,由式（2）通过变换后

可以获得如下线性方程

m 2Mx +n 2My +p 2 =Mz （9）
式中：m 2 = sinα/tanγ；n 2 = cosα/tanγ；p 2 =
-（sinβsinψ+ cosβcosψ cosφ）/sinγ。

对式（9）进行线性拟合,可求得空间位置参数

α、β、γ、φ的拟合值。在此基础上,可由下列磁北传感

器解算公式计算各位置的旋转角度θi
Mxi cosα-Myi sinα= cosψ sinφ cosθ+
（sinβcosψ cosφ- cosβsinψ）sinθ （10）

Mxi cosα+Myi sinα= cosγ cosβcosψ cosφ+
cosγsinβsinψ+（- sinγ sinβcosψ cosφ+
sinγ cosβsinψ）cosθ+ sinγ cosψ sinφ sinθ

（11）

Mzi =- sinγ cosβcosψ cosφ- sinγ sinβsinψ+
（- cosγ sinβcosψ cosφ+ cosγ cosβsinψ）cosθ+

cosγ cosψ sinφ sinθ （12）

  位置参数拟合均采用最小二乘法,其基本思想

是最小化残差平方和。在此基础上,可进一步求得

拟合参数的协方差矩阵,并据此得到各参数估计值

的标准差,以表征位置参数的估计精度。进一步对

空间旋转角度解算公式进行偏导分析,可建立旋转

角度求解的合成误差表达式,从而完成合成误差

计算。
对倾角传感器角度解算式（6）～（8）求偏导,可

得其合成误差公式如下

δ1 = k 21 1δ2α+k 21 2δ2β （13）

δ2 = k 22 1δ2α+k 22 2δ2β+k 22 3δ2γ （14）

δ3 = k 23 1δ2β+k 23 2δ2γ （15）
对磁北传感器角度解算式（10）～（12）求偏导,可得

其合成误差公式如下

δ4 = k 24 1δ2α+k 242δ2β+k 24 3δ2φ （16）

δ5 = k 25 1δ2α+k 25 2δ2β+k 25 3δ2γ+k 25 4δ2φ （17）

δ6 = k 26 1δ2β+k 26 2δ2γ+k 26 3δ2φ （18）
式中：k ij 为相应角度解算公式中各位置参数相应的

误差传播系数,其详细说明见附录 A；δα、δβ、δγ、δφ
分别为各位置参数估计值的标准差。

4
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式（13）～（18）表明,空间旋转角度的合成误差

由各位置参数的取值及其标准差共同决定。

2.2 各位置参数对合成误差的影响因素

为揭示各位置参数对旋转角度测量精度的影响

规律,基于合成误差式（13）～（18）,分别讨论α、γ、β
在合成误差中的作用及其变化特征,为后续解算传

感器及公式的选择提供理论依据。φ为磁北传感器

特有参数,且与β存在紧密耦合关系,故本文不再单

独讨论其影响。为表征各解算公式的合成误差分布

规律,依据合成误差公式分别绘制倾角传感器与磁

北传感器在全角度范围内的理论合成误差曲线,如
图 4、图 5 所示。

图 4 倾角传感器公式合成误差

Fig.4 Composite error curves for tilt sensor formulas

图 5 磁北传感器公式合成误差

Fig.5 Composite error curves for geomagnetic field sensor
formulas

由图 4 和图 5 可知,同一传感器的不同解算公

式在各角度区间内的合成误差特征存在明显差异,
其奇异位置与优势区间具有互补性；同时,不同传感

器的适用范围也不相同。因此,应根据测量需求合

理选择传感器,并按角度区间匹配最优解算公式,以
提高全空间角度测量的精度与稳定性。

首先分析α对合成误差的影响。由合成误差式

（13）～（18）可知,两类传感器合成误差表达式中均

不含α,因此α的变化不影响旋转角度计算的理论

合成误差,说明α为非敏感参数。
其次分析γ对合成误差的影响。对于倾角传感

器,合成误差式（14）中含有 1/sinγ项,导致当γ接

近 0°时,合成误差显著增大；式（15）中含有 tanγ
项,导致当γ接近 90°时,合成误差明显增大。对于磁

北传感器,式（17）中同样含有 1/sinγ项,式（18）中同

样含有 tanγ项,因此也表现出相同的误差变化规律。
因此,γ会显著影响不同解算公式的适用范围,是公

式选择的敏感参数。综合工程应用需求,当γ≤45°
时,倾角传感器舍去角度解算式（7）,采用式（6）和式（8）
进行互补解算；磁北传感器采用式（10）和式（12）进行互

补解算。当γ＞45°时,倾角传感器采用式（6）和式（7）,
磁北传感器采用式（10）和式（11）。

最后分析β对合成误差的影响。对于倾角传感

器,合成误差式（13）～（15）中均含有 tanβ项,因此随

着β增大,合成误差呈明显上升趋势。当β接近 0°
时,合成误差较小,而接近 90°时误差增长尤为显著。
相比之下,磁北传感器合成误差式（16）～（18）中β
的作用关系相对复杂,但在β接近 90°时并未表现出

与倾角传感器相同的误差放大特征。因此,β是传

感器选择的关键参数：当β较小时,应选择倾角传感

器及其公式进行解算；当β较大时,应选择磁北传感

器及其公式进行解算。

2.3 最小合成误差法

旋转角度θ的解算可按以下步骤进行。
（1）位置参数拟合。将获取的倾角传感器数据

与磁北传感器数据分别代入式（5）与式（9）,采用最

小二乘法进行拟合,求得各位置参数α、β、γ、φ的拟

合值及其对应的标准差δα、δβ、δγ、δφ。
（2）传感器与解算公式选择。依据γ的大小,在

预设公式组（式（6）、式（8）、式（10）、式（12）,或式

（6）、式（7）、式（10）、式（11））中选取候选公式。将位

置参数拟合值及其标准差代入相应的合成误差公

式,通过比较各候选公式对应的合成误差,并以最小

合成误差为准则,确定解算传感器及解算公式。
（3）旋转角度的解算。根据步骤（2）确定的解算

传感器及公式,将传感器数据代入相应公式,完成旋

转角度θ的解算,从而获得最终的高精度测量结果。

3 实验验证与误差分析

为了验证所提方法的正确性及测量性能,设计

了多传感器融合的空间旋转角度测量模块,并采用
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高精度 HV-6 旋转分度盘（精度为 0.02°）搭建实验

平台进行测试,如图 6 所示。

图 6 旋转实验平台

Fig.6 Rotary experiment platform

采用控制变量法对位置参数α、β、γ分别进行测

试,以验证各参数对合成误差的影响规律及解算策

略的有效性。

3.1 参数α的实验测试

在保持β、γ不变的条件下,取α为 0°、150°和

300°进行旋转实验。实验过程中,每 1 2°记录一次数

据,共计 3 1 个点,直至完成 3 60°旋转,将数据代入解

算方法,计算各点的测量误差,误差结果（最大误差

绝对值和均方根误差）如表 1 所示。
表 1 参数α对旋转角度误差的影响

Table 1 Influence of parameterα on rotation angle error

α/（°）

倾角传感器 磁北传感器

最大

误差/（°）
均方根

误差/（°）
最大

误差/（°）
均方根

误差/（°）

0 0.05 0.02 0.08 0.04

1 50 0.05 0.02 0.08 0.04

300 0.05 0.02 0.08 0.04

实验结果表明,α的变化对测量结果影响不显

著,与理论分析中α不影响合成误差的结论一致。

3.2 参数γ的实验测试

在保持α、β不变的条件下,取γ为 1 5°、30°、45°、

60°和 7 5°进行旋转测试。获得实验数据后,采用倾

角传感器角度解算式（7）和式（8）,以及磁北传感器

角度解算式（11）和式（12）进行解算,误差处理结果

如图 7 所示。
实验结果表明,随着参数γ增大,式（7）和式

（11）的测量误差呈减小趋势,而式（8）和式（12）的测

量误差呈增大趋势。当γ＜45°时,倾角传感器采用

式（8）的测量误差更小,磁北传感器采用式（12）的测

量误差更小；当γ=45°时,式（7）与式（8）的测量误

差相等,式（11）与式（12）的测量误差也相等；当γ＞
45°时,倾角传感器采用式（7）的测量误差更小,磁北

传感器采用式（11）的测量误差更小。两类传感器的

实验结果均与理论分析一致,验证了参数γ分段选

式策略的有效性。

图 7 参数γ对公式选择的影响

Fig.7 Influence of parameterγ on formula selection

3.3 参数β的实验测试

在保持α、γ不变的条件下,取β为 0°、30°、60°、

64°、70°、80°和 90°进行旋转测试。将实验数据分别

代入倾角传感器与磁北传感器对应的解算公式,测
量误差结果如图 8 所示。

图 8 参数β对传感器误差及选择的影响

Fig.8 Influence of parameter β on sensor errors
and selection

实验结果表明,随着β增大,倾角传感器测量误

差显著增大,而磁北传感器测量误差变化较为平缓,
系统最优解算传感器由倾角传感器切换为磁北传感

器,与理论分析结果一致。这证明β是影响传感器选

择的关键参数。基于最小合成误差准则进行传感器

自适应选择,可在不同β条件下选取最优数据源及解

算公式,从而有效降低测量误差、提高测量精度。

6
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4 结 论

本文针对三轴倾角传感器在空间旋转角度测量

中存在的局限性,提出了一种融合三轴倾角传感器

与三轴磁北传感器的空间旋转角度解算方法。在三

轴倾角传感器空间旋转模型的基础上,进一步构建

了三轴磁北传感器空间旋转模型,推导了其输出与

旋转角度之间的解析关系。在此基础上,提出最小

合成误差准则,可根据位置参数的实际取值自适应

选择最优解算传感器及对应解算公式,从而综合利

用不同传感器在不同工况下的性能优势,提高系统

整体测量精度。本文得到的主要结论如下。
（1）通过建立三轴磁北传感器的空间旋转角度

测量模型,推导了其输出与旋转角度的解析关系,从
而有效解决了倾角传感器在旋转轴垂直方向上的测

量盲区问题。
（2）提出了基于最小合成误差准则的自适应融

合策略,明确了位置参数β、γ对传感器选择和解算

公式选择的影响规律,实现了解算传感器及解算公

式的自适应最优匹配。
（3）实验结果验证了所提方法的正确性与有效

性。在本文实验条件下,所构建的融合测量系统可

实现旋转轴任意取向、旋转范围 3 60°的空间旋转角

度测量,测量误差控制在 0.2°以内,表明该方法能

够为全方位空间旋转角度测量提供一种有效途径。
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附录 A
k 1 1=cosγ tanβ/cosθ+sinγ
k 1 2= tanβtanθ
k 2 1=1/sinγ
k 2 2=cotγ/sinθ- tanβcotθ
k 2 3=-tanβ/sinθ+ cotγ cotθ
k 3 1=-tanγ/sinθ- tanβcotθ
k 3 2=-tanβ/sinθ-tanγ cotθ
k 4 1=-（cosγ cosβcosψ cosφ+cosγ sinβsinψ）/d 4+sinγ
k 42=-（cosβcosψ cosφ+sinβsinψ）sinθ/d 4
k 43=（sinβcosψ sinφ sinθ-cosψ cosφ cosθ）/d 4
d 4=（sinβcosψ cosφ-cosβsinψ）cosθ-cosψ sinφ sinθ
k 5 1=1/sinγ
k 5 2=（cosγ sinβcosψ cosφ-cosγ cosβsinψ+sinγ cosβcosψ cosφ cosθ+sinγ sinβsinψ cosθ）/d 5
k 5 3=（sinγ cosβcosψ cosφ+sinγ sinβsinψ+cosγ sinβcosψ cosφ cosθ-cosγ cosβsinψ cosθ-

cosγ cosψ sinφ sinθ）/d 5
k 5 4=（cosγ cosβcosψ sinφ-sinγ sinβcosψ sinφ cosθ-sinγ cosψ cosφ sinθ）/d 5
d 5=sinγ cosψ sinφ cosθ+sinγ sinβcosψ cosφ sinθ-sinγ cosβsinψ sinθ
k 6 1=（-sinγsinβcosψcosφ+sinγcosβsinψ+cosγcosβcosψcosφ cosθ+cosγsinβsinψcosθ）/d 6
k 6 2=（cosγ cosβcosψ cosφ+cosγ sinβsinψ-sinγ sinβcosψ cosφ cosθ+sinγ cosβsinψ cosθ+

sinγ cosψ sinφ sinθ）/d 6
k 6 3=（-sinγ cosβcosψ sinφ-cosγ sinβcosψ sinφ cosθ-cosγ cosψ cosφ sinθ）/d 6
d 6=cosγ cosψ sinφ cosθ+cosγ sinβcosψ cosφ sinθ-cosγ cosβsinψ sinθ
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