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面向遥操作机器人逆运动学求解的
自适应阻尼零空间方法

王龙 1,韩松原 1,陈漳沂 1,罗瑶 1,李晓玲 1,李帅2,李胜麒2

（1.西安交通大学机械工程学院,710049,西安；2.国网瑞嘉（天津)智能机器人有限公司,300480,天津)

摘要：针对传统阻尼最小二乘法在非奇异区域解精度不足及奇异区域关节运动不确定性的问题，
提出了一种基于自适应阻尼和零空间投影的遥操作机器人逆运动学求解方法。该方法通过动态加

权可操作度与条件数，实时监测奇异状态并自适应调整阻尼因子，实现非奇异区域的高精度轨迹跟

踪和奇异区域的运动稳定性；同时，通过零空间投影引入关节构型约束项，抑制穿越奇异区域时关

节运动的随机性。实验采用 gForcePro 肌电臂环作为遥操作设备，控制新松多可 GCR7-910 协作

机器人完成一系列任务。结果表明，所提方法在非奇异区域的轨迹跟踪平均误差(平移误差为 9 mm，
旋转误差为 8×10-5 rad)低于各种阻尼因子(0.1，0.3，0.5)下的阻尼最小二乘法的误差，且在所有任

务中各关节最大速度平均值(49 (°)/s)也低于阻尼最小二乘法的速度，表明该方法在提升遥操作轨

迹跟踪精度的同时确保了运动稳定性和关节可控性。
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An Adaptive Damping Null Space Method for Inverse Kinematics
Solving in Solving Inverse Kinematics of Teleoperated Robots
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Abstract：To address the issues of insufficient solution accuracy in non-singular regions and j oint
motion uncertainty in singular regions with traditional damped least squares methods,this study
proposes an inverse kinematics solving method for teleoperated robots based on adaptive damping
and null-space proj ection.By dynamically weighting manipulability and condition number,the
method monitors singular states in real time and adaptively adj usts the damping factor,achieving
high-precision traj ectory tracking in non-singular regions and motion stability in singular regions.
Simultaneously,a j oint configuration constraint term is introduced via null-space proj ection to
suppress the randomness of j oint motions when traversing singular regions.Experiments are
conducted using the gForcePro myoelectric armband as the teleoperation device to control a
SIASUN GCR7-910 collaborative robot in performing a series of tasks.The results demonstrate
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that the proposed method achieves lower average traj ectory tracking errors （9 m in translation and
8×10-5 rad in rotation)in non-singular regions compared to the damped least squares method
with various damping factors （0.1,0.3,0.5).Additionally,the average maximum joint velocity
across all tasks （49 （°)/s)is lower than that of the damped least squares method,indicating
improved teleoperation traj ectory tracking accuracy while ensuring motion stability and j oint
controllability.
Keywords：teleoperated robot；inverse kinematics；adaptive damping；null space proj ection

  人工智能技术的发展促进了机器人在工业、农
业和医疗等领域的广泛应用[1-3]。然而,在非结构化

环境中,由于环境的复杂性和多变性,自主机器人仍

面临任务失败的风险[4-5]。遥操作技术的应用使得

操作员能够在机器人自主运行出现异常时迅速介

入,调整其行为以实现既定目标,从而减轻任务中断

所造成的负面影响[6-8]。肌电臂环因其便携性和易

用性,成为实现快速遥操作的理想设备之一[9]。通

过佩戴肌电臂环,操作员可利用内置传感器识别的

手势 作 为 控 制 指 令,实 现 对 远 程 机 器 人 的 快 速

接管[10-1 1]。
尽管遥操作技术的引入提升了任务执行的灵活

性,但在实际应用中仍存在挑战。在遥操作过程中,
操作员的注意力聚焦于末端执行器的位姿及任务目

标,易忽略关节状态[12-1 3]。这一疏忽可能导致机器

人违反安全约束,例如进入奇异区域、超出工作空间

或逼近关节角度极限[14]。一旦出现此类情况,机器

人可能表现出不可控的动态行为,如关节速度急剧

上升、强烈振动或突发逆向运动等。这些异常不仅

危及操作员的安全,还可能因过大的机械应力损伤

机器人结构[1 5]。从运动学角度分析,问题的根源在

于,当输入的遥操作指令违反安全约束时,逆运动学

解的不稳定性显著增加,进而引发关节角突变或速

度趋于无穷大。因此,确保逆运动学解的稳定性是

实现遥操作机器人安全高效运行的关键[12,1 6]。
遥操作机器人逆运动学求解方法主要分为解析

法、优化法和数值法。解析法基于机械臂的几何关

系直接推导关节角的闭式解,具有较高的计算效率,
但其适用性受限于机械臂的特定构型,难以推广至

通用场景[1 7-1 9]。优化法通过构建目标函数并结合

约束条件求解逆运动学问题,能够灵活处理多重任

务需求,但在计算复杂度较高、对初始条件敏感的情

况下,可能出现收敛性差或解不稳定的问题[12,14,20]。
数值法因其普适性成为当前的主流方法,其中阻尼

最小二乘法（DLS)[21-22]和加权阻尼最 小 二 乘 法

（WDLS)[23]通过引入阻尼因子作为正则化参数,有
效缓解了雅可比矩阵在奇异区域的不可逆问题,保
证了机器人运动的连续性和稳定性。

然而,在基于阻尼法的逆运动学求解中,阻尼因

子的选择需在解的精度与稳定性之间权衡。传统固

定阻尼因子方法存在局限：过大的阻尼因子导致解

的精度变差,而过小的阻尼因子难以充分抑制奇异

性问题[24]。为此,研究采用动态调整阻尼因子的策

略：当奇异性指标低于设定阈值时,逐步增加阻尼因

子以稳定数值解；当奇异性指标高于阈值时,逐渐减

小阻尼因子直至恢复标准伪逆解[25-2 6]。这种策略

使机器人在接近奇异区域时能够保持运动稳定性,
同时在远离奇异区域时保持运动精度。常用的奇异

性度量指标包括条件数、可操作度和最小奇异值

等[27-28]。然而,单一奇异性指标仅能反映操作空间

的部分特性,无法全面描述机器人在任务空间中的

运动能力,限制了阻尼因子调整的精确度[29]。此

外,逆运动学问题本身可能具有多个解,即同一末端

位姿可能对应多组不同的关节配置。在奇异区域,
由于雅可比矩阵的秩下降,求解过程变得不稳定或

不可行,从而进一步加剧了关节运动的不确定性。
为解决上述问题,本文提出了一种基于自适应

阻尼零空间法的逆运动学求解方法。该方法通过动

态加权组合可操作度指数与条件数,实时监测奇异

状态并自动调节阻尼因子,同时通过零空间投影引

入关节构型约束项。实验证明本文方法在遥操作机

器人逆运动学求解中优于普通阻尼法。

1 自适应阻尼零空间方法

1.1 遥操作机器人逆运动学

在遥操作系统中,操作员在主端输入期望的末

端位姿 x ∈ ℝn,通过逆运动学实时计算从端机器人

各关节角θ∈ ℝm,使末端达到指定位姿。雅可比矩

阵 J ∈ ℝn×m（m ≥n)定义了末端速度·x ∈ ℝn与关节

速度·θ∈ ℝm 之间的映射关系
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·x = J·θ （1)

  为求解关节速度,通过最小二乘法最小化误差

目标函数

min
·θ
·x -J·θ 2 （2)

其解为

·θ= J+·x （3)
式中：J+= J T（JJ T)-1,为 J 的 Moore-Penrose 伪

逆。当m = n 时且 J 可逆时,J+ 退化为普通逆矩阵

J-1。当机器人处于奇异区域时,J 的秩下降,导致 J+

数值不稳定。为此,引入阻尼最小二乘法（DLS),通
过阻尼因子λ提升奇异区域解的稳定性,目标函数

调整为

min
·θ
·x -J·θ 2 +λ2 ·θ 2 （4)

其矩阵形式为

min
·θ

J
λI
 
 

—
—  

 

—
— ·θ-

·x
0
 
 

—
—  

 

—
—

2

（5)

解为

·θ= J+λ·x （6)

式中：J+λ 为阻尼伪逆,表示为

J+λ = （J TJ +λ2 I)-1J T （7)

  尽管 DLS 有效提升了奇异区域解的数值稳定

性,但未对关节构型施加约束。奇异区域 J 的秩下

降,同一末端位姿具有多种可达的关节姿态,进而导

致关节运动的不确定性。为解决这一问题,本文通过

零空间投影引入关节构型约束项 g（θ),此时关节速

度更新为

·θ= J+λ·x +（I -J+λJ)·r 0 （8)

式中：I -J+λJ 为零空间投影矩阵,将任意向量投影

到 J 的零空间中；·r 0 为沿 g（θ)负梯度方向（-

Δ

g（θ))
的速度分量,用于约束关节构型。对于 6 自由度机器

人,非奇异时 J 的秩为 6,行空间完全覆盖末端运动

空间,无零空间；奇异时 J 的秩下降,产生零空间。7
自由度机器人因冗余自由度,即使非奇异时仍存在

一维零空间,奇异时零空间维度进一步增加。
总体而言,式（8)通过阻尼因子λ保证奇异区

域解的稳定性,利用零空间投影引入的关节构型

约束项 g（θ)使机器人能够以可预测的方式穿越奇

异点。

1.2 阻尼因子自适应调整

为保证逆运动学解的精度,阻尼因子应仅在机

器人接近奇异区域时引入。因此,准确检测奇异状

态成为关键。雅可比矩阵的奇异值分布决定了可操

作椭球的形状与方向,反映了末端执行器在操作空

间中的运动能力。基于可操作椭球的几何特性,常
用的奇异性检测指标包括可操作度指数和条件数。

可操作度指数定义为

w = det（JJ T) （9)
该指标与可操作椭球体积成正比,表征机器人在操

作空间的整体运动能力。w 越大,表明运动能力越

强。w 对雅可比矩阵奇异值的整体变化敏感,但对接

近 0的单个奇异值缺乏敏感性。如图 1（a)所示,与位

姿 2 相比,位姿 1 处可操作椭球的长轴远大于短轴,
短轴方向运动受限,但椭球体积仍较大,导致 w 无

法识别该位姿已接近奇异状态。
条件数定义为

k =σmaxσmin
（10)

式中：σmax 和σmin 分别为雅可比矩阵的最大和最小奇

异值。条件数反映可操作椭球长短轴的相对差异,k
越小,椭球越接近球形,运动能力越均衡。当σmin 趋

近于 0时,k 趋于无穷大,表明机器人接近奇异状态。
条件数能有效检测奇异值差异显著的情况（如椭球

高度不对称),从而识别出奇异状态。然而,k 仅关注

长短轴比例,忽略整体尺度变化。如图 1（b)所示,与
位姿 4 相比,位姿 3 处可操作椭球体积缩小,但长短

轴比值无显著变化,导致 k 无法识别该位姿已接近

奇异状态。
图 1 表明,单独使用可操作度指数或条件数难

以全面评估机器人的奇异状态,但二者具有互补性,
能够结合使用以提高检测的准确性。为此,本研究

提出一种基于动态加权组合的奇异性指标

I =αw +（1-α)1k
（11)

式中：α= eσmin-σmax 为加权系数,用于动态调整可操

作度指数和条件数的权重。当σmin 接近σmax 时,α趋近

于 1,组合奇异指标主要由w主导；当σmin 远小于σmax
时,α趋近于 0,组合奇异指标主要由 1/k 主导。

基于所提出的组合奇异性指标,仅在接近奇异

区域时引入阻尼因子

λ=
c
I +ε

, I ≤τ

0, I ＞τ{ （12)

式中：c 为常数,用于调节阻尼大小；ε为小常数,防
止分母为 0；τ为接近奇异性区域的边界值。c 和τ需

要根据不同的机器人构型通过实验进行确定。
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（a)位姿 1 和位姿 2

（b)位姿 3 和位姿 4
图 1 不同位姿下的可操作椭球面

Fig.1 Manipulable ellipsoids for different poses

1.3 关节构型约束

式（8)引入的关节构型约束函数 g（θ),通过最

小化当前关节位置与期望关节位置之间的误差,确
保奇异区域关节运动的可控性。本研究以机械臂进

入奇异区域前的关节姿态作为期望关节位置,使机

器人在奇异区域关节构型收敛至该位置。期望关节

位置定义为

θdesire =θcurrent, I ＞τ （13)
式中：θcurrect 表示机器人接近奇异区域时的关节位

置；I ＞τ表示在机器人进入奇异区域前持续更新

θdesire。
关节构型约束函数 g（θ)定义为

g（θ)=∑
m

i= 1

θi -θi,desire
θi,min-θi,max( )

2
（14)

式中：θi 是第i 个关节的当前角；θi,desire 是第 i 个关节

的期望角；m 为关节数；θi,max 和θi,min 分别是第 i 个关

节角的上限和下限。

g（θ)的负梯度为·r 0 =-h

Δ

g（θ),表示为

·r 0 = h
 

 

—
—— - 2（θ1 -θ1,desire)

（θ1,min-θ1,max)2
,- 2（θ2 -θ2,desire)
（θ2,min-θ2,max)2

,…,

- 2（θm -θm,desire)
（θm,min-θm,max)2

 

 

—
—— （1 5)

比例因子 h 用于控制调整幅度,定义为

h = hmin+（hmax-hmax) 1m∑
m

i= 1δi
( ) （16)

式中：hmax 和 hmin 分别为比例因子的最大值和最小

值；δi 表示关节 i 的当前位置与期望位置的接近度,
表示为

δi = θi -θi,desire
（θi,min-θi,max)/2

（17)

  如式（8)所示,通过零空间投影矩阵（I - J+λJ)
将该约束项·r 0 融入到阻尼最小二乘法中。

2 遥操作实验设计

2.1 实验设置

本研究采用 gForcePro 肌电臂环作为遥操作交

互设备,利用其内置的肌电传感器和惯性传感器识

别操作员的手势与手臂运动,并将其映射至机器人

末端 的 笛 卡 尔 空 间。实 验 平 台 采 用 新 松 多 可

GCR7-910 的 6 自由度协作机器人。运动控制指令

及其对应的机器人运动方向如图 2 所示,其中末端

平移运动相对于基坐标系定义,包括前后、左右和上

下平移；末端旋转运动相对于工具坐标系定义,包括

偏航、俯仰和滚转。为评估本文方法的性能,本研究

以最常用的阻尼最小二乘法（DLS,见式（4))作为对

比方法。

图 2 遥操作控制指令及对应的机器人运动方向

Fig.2 Teleoperation control commands and the corresponding
robot motion direction

本文方法在机器人处于非奇异区域（I ＞τ)时,
采用式（3)进行逆运动学求解,以保证求解精度；在
机器人接近或处于奇异区域（I ≤τ)时,采用式（8)
进行逆运动学求解,在保证求解稳定性的同时引导

关节向期望位置靠拢。参数设置为 c = 0.005,τ=
0.05,ε= 1 0-6,hmin = 5 和 hmax = 20。其中,c =
0.005 经实验选定为阻尼因子调节最佳值,能根据

奇异指标 I 快速调整λ,确保奇异区域稳定性；τ=
0.05 根据奇异指标 I 的分布范围设定,作为区分奇异

与非奇异区域的阈值；ε= 10-6 为数值计算中防分母为

0 的常规值；hmin = 5 和 hmax = 20通过多次实验调整确

定,确保零空间约束兼顾关节稳定性和响应速度。这

些参数的选取基于新松多可 GCR7-910 机器人的运

动特性,对于不同机器人构型,可进行优化调整。
对比方法 DLS 的阻尼因子设定为λ= 0.1、

λ= 0.3、λ= 0.5,分别代表小、中、大阻尼因子,实
验结果见图 3 和图 4。
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（a)任务 1（本文方法) （b)任务 2（本文方法) （c)任务 3（本文方法)

（d)任务 1（阻尼最小二乘法) （e)任务 2（阻尼最小二乘法) （f)任务 3（阻尼最小二乘法)

图 3 任务执行过程中机械臂关节三维位置稀疏化轨迹

Fig.3 Three-dimensional sparse traj ectory of the robotic arm during task execution

2.2 实验任务及流程

本研究设计的实验任务有 3 个。任务 1：机器

人在工作空间内部往返运动且远离奇异区域,用于

评估本文方法在非奇异区域的轨迹跟踪精度。任务

2：机器人在奇异区域与非奇异区域间往返运动,旨
在评估本文方法在接近和远离奇异区域时的运动稳

定性。任务 3：机器人在工作空间内部与外部间往

返运动,旨在评估本文方法在工作空间内外边界时

的运动稳定性。本文方法与阻尼最小二乘法性能对

比如图 4 所示。
实验流程如下：首先,采用本文方法作为逆运动

学求解器,操作员根据屏幕提示的任务轨迹,控制机

器人依次完成 3 个任务。由于遥操作控制方式难以

精确重复轨迹,因此在首次实验中记录了操作员完

成每个任务的实际控制指令。随后,以 DLS 为求解

器,通过直接重放记录的控制指令依次完成 3 个任

务,而不依赖操作员的实时输入,从而确保在相同的

输入条件下比较本文方法与 DLS 的性能。

（a)奇异性指标和阻尼因子（本文方法)
 

（b)固定阻尼因子（阻尼最小二乘法)
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（c)关节角（本文方法)
 

（d)关节角（阻尼最小二乘法)

（e)关节速度（本文方法)
 

（f)关节速度（阻尼最小二乘法)

（g)轨迹跟踪误差（本文方法)
 

（h)轨迹跟踪误差（阻尼最小二乘法)

图 4 本文方法与阻尼最小二乘法的性能对比

Fig.4 Performance comparison between the proposed method and the damped least squares method

3 结果及讨论

图 3 展示了本文方法与阻尼最小二乘法（DLS,
中阻尼因子λ=0.3)在任务执行过程中机械臂末端

在基坐标系下的三维轨迹。图 4 进一步呈现了两者

在阻尼因子、关节角、关节速度以及笛卡尔空间平移

和旋转误差上的表现。
任务 1 要求操作员控制机器人在远离奇异区域

的空间内运动。本文方法在非奇异状态（I＞τ,图 4
（a))下采用普通伪逆法（见式（3)),实现了高精度末

端轨迹跟踪（见图 3（a)),平移和旋转误差极小（见
图 4（g)),关节角度与速度变化平缓（见图 4（c)、

4（e)),无异常波动。这一表现得益于奇异性指标 I
的实时监测,避免在非奇异区域引入阻尼因子,从而

充分利用雅可比矩阵满秩特性,确保控制指令的精

确映射。相比之下,DLS 虽然也能较好跟踪轨迹

（图 3（d)),但因固定阻尼因子（λ=0.3)始终存在,
即使在非奇异区域也引入了跟踪误差（见图 4（h))。

任务 2 要求操作员控制机器人在奇异区域和非

奇异区域间往返运动。本文方法的轨迹在靠近奇异

区域时表现出可控的缓慢移动,离开时沿原路径平

稳返回（见图 3（b)),对应的关节角变化对称且平滑

（见图 4（c)),关节速度无突变（见图 4（e))。轨迹误

差在靠近奇异区域时增大,远离时减小,也呈现对称

特性（见图 4（g))。这是因为,奇异性指标 I 检测到

奇异性增强（I≤τ,见图 4（a))时,阻尼因子λ自适应

增大,抑制雅可比矩阵奇异性引发的数值不稳定性,
同时零空间约束项开始作用,引导关节趋向期望位

置,避免运动随机性,确保往返过程中关节运动轨迹

一致。相比之下,DLS 在靠近和远离奇异区域时轨
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迹不一致（见图 3（e)),关节 1 和 5 在奇异区域变化

剧烈（见图 4（d)),关节速度产生尖峰（见图 4（f))。
这是由于 DLS 仅依赖固定阻尼因子优化,缺乏关节

构型约束,导致奇异点附近的多解难以解析。
任务 3 要求操作员控制机器人从工作空间内向

外运动并返回。本文方法的实际轨迹为期望轨迹的

等比例缩小（见图 3（c)),运动趋势一致,关节角变

化对称（见图 4（c)),速度平缓（见图 4（e))。当机器

人接近关节极限和工作空间边界时,奇异性指标 I
下降,触发阻尼因子λ增大（见图 4（a)),零空间项

通过动态比例因子 h 平衡约束强度,使关节逐步收

敛于期望位置。相比之下,DLS 在往返运动过程中

轨迹不一致（见图 3（f)),特别是关节 3 在往返过程

中角度符号发生反转（见图 4（d)红色箭头),对应的

机械臂关节从上肘姿态变换为下肘姿态,并伴随速

度激增（见图 4（f)),肘关节碰撞地面（见图 3（f)红
色箭头),随后速度骤降至 0,机械臂停止运动,无法

返回起点。
表 1 展示了阻尼最小二乘法（λ=0.1,0.3,0.5)

与本文方法在任务执行过程中各个关节最大速度的

平均值以及在非奇异区域的轨迹跟踪平均精度。本

文方法平移误差为 9 mm,旋转误差为 8×10-5 rad,
优于 DLS 在所有λ下的表现,且关节最大速度仅

49 （°)/s。DLS 在λ=0.1 时精度较高（平移误差为

1 1 mm,旋 转 误 差 为 1 × 10-4 rad),但 速 度 高 达

327 （°)/s；λ=0.3 时误差增至 15 mm和 3×10-4 rad,
速度降至 1 48 （°)/s；λ=0.5 时误差升至 3 9 mm 和

2×10-2 rad,速度减至 3 7 （°)/s,表现出误差随λ增

大而增大、速度随之减小的趋势。
表 1 不同阻尼因子下 DLS 与本文方法的性能对比

Table 1 Performance comparison of DLS and the proposed

method under differentλ values

参数 本文方法
阻尼最小二乘法

λ=0.1 λ=0.3 λ=0.5

平移误差/mm 9 1 1 1 5 3 9

旋转误差/rad 8×10-5 1×10-4 3×10-4 2×10-2

关节最大

速度/（（°)·s-1)
49 327 1 48 3 7

上述结果表明,DLS 的性能受λ制约：小λ在非

奇异区域精度较高,但无法有效抑制奇异区域或边

界条件下的关节速度突变；大λ增强了稳定性,却因

过度阻尼导致误差显著增加。相比之下,本文方法

通过自适应阻尼因子（在非奇异区域λ趋近于 0,奇

异区域动态调整,见图 4（a))和零空间投影约束,不
仅在非奇异区域实现了更高精度,还在全任务范围

内保持了较低的关节速度（见图 4（e))。这种自适

应性使得本文方法在精度与稳定性之间达到了更好

的权衡,尤其适用于遥操作场景中对安全性和可控

性的高要求。

4 结 论

本文提出了一种基于自适应阻尼和零空间投影

的遥操作机器人逆运动学求解方法,通过动态调整

阻尼因子并引入零空间约束,有效解决了传统阻尼

法在奇异点附近及关节极限区域内性能不稳定和关

节运动失控的问题,提升了遥操作的安全性与可靠

性。然而,本研究也存在一定的局限性。本文方法

的关键参数通过针对 6 自由度新松机器人的实验调

优确定,表现出良好的性能,但这种手动调优方式在

面对不同机器人构型时通用性受限。为克服这一局

限性,未来研究可引入自适应算法实现参数的动态

调整。例如,可以设计一种基于实时反馈的闭环系

统,通过监测奇异性指标和任务误差,动态优化参数

以适应当前状态；或者利用强化学习技术,根据机器

人运动状态和任务目标训练模型,预测不同场景下

的最优参数组合。这些策略将使本文方法能够灵活

适配多样化的机器人平台和应用场景,显著提升方

法的普适性。
此外,对于具有冗余自由度的机器人,无论处于

奇异区域与否,其关节空间始终包含冗余维度（如 7
自由度机器人的单维零空间),为集成其他优化目标

提供了可能性。在优先保障奇异区域运动可控性的

关键目标下,冗余零空间可被用于实现避障、提升操

作灵活性等多目标优化。
未来研究将探索优先级分配或加权组合的约束

策略,以在维持奇异区域运动稳定性的同时,协同优

化次要任务,从而增强遥操作机器人在复杂环境中

的适应性。
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