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摘要"针对目前仍然没有文献给出椭圆异性夹杂外场的完全显式解析表达的情况&通过重新研究

二维
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂问题&得到了具有均匀特征应变分布的
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂在远场

载荷作用下内外场的一般显式解析解'此外&重新研究了经典的
/D

U

7GE

椭圆孔问题&得到了其在直

角坐标系下的显式解析解'首先利用等效特征应变原理求解了具有均匀特征应变分布和远场载荷

作用的椭圆异性夹杂内的应力分布&然后在平面弹性力学框架下&利用复变格林函数法描述了
3E;

@H7R

W

椭圆异性夹杂模型&给出了远场载荷下具有均匀特征应变分布的
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂外部

场的一般显式解析解&最后探讨了它在液体夹杂问题中的应用&结果表明"内部压力和远场载荷均

会导致基体长轴两端端点附近应力高度集中(液体夹杂的存在会减小系统的剪切模量'本文得到

的
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂问题的一般解析解更简便&而且其在液体夹杂问题中的研究结果能够解

释土体液化的微观机理及液体夹杂对土体滑坡的影响'相比较曲线坐标系下的
/D

U

7GE

解&本文得

到的直角坐标系下的
/D

U

7GE

解是一种通用形式&更简洁'

关键词"一般显示解析解(

3E@H7R

W

椭圆异性夹杂(液体夹杂(复变格林函数法(

等效特征应变原理
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B

7HP[KXGKR7H1XHHD

)

EY9DFAG6DIHA@6JGDA@HYXKIĤ 6XC6Y
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KXHJ ĜA@A@H/D

U

7GE

)

EE679AG6D
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图
:

所示椭圆异性夹杂模型中一个异性夹杂体

嵌入在无限大弹性基体内&夹杂体内分布着非弹性

应变
-

*

,

<

#称为特征应变%&远场荷载
'

n作用于无穷

远处&其中
:

号和
$

号分别代表基体材料和夹杂材

料&夹杂区域用
Y

表示"求解这种在给定的特征应

变场分布和远场载荷作用下所产生的夹杂内部和外

部弹性场被称为经典异性夹杂问题+

:

,

"当夹杂物与

基体的弹性性能相同时&此问题退化为同性夹杂问

题"异性夹杂问题在材料工程*土木工程*机械工程

等不同学科中有着非常广泛的应用&它已经成为固

体力学研究的主题之一+

:F"

,

"关于这项研究的文献

已有数千篇&例如
Z9XK

等+

!;"

,

*

\@HD

等+

#

,

*

f@69

等+

L

,的综述论文&

\@XGEAHDEHD

+

<

,

*

Z9XK

+

:

,的专著等"

图
:
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椭圆异性夹杂
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M: +DH77G
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U
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对于异性夹杂问题&

3E@H7R

W

等+

$;>

,开创性地证

明了当异性夹杂为椭球且夹杂内的特征应变分布均

匀时&其内部应变场必均匀&这个标志性结果概括了

早期关于椭圆异性夹杂的努力+

:%;::

,

"

3E@H7R

W

的这

一成果可用经典的四阶
3E@H7R

W

张量来表述&这为

系统地研究弹性固体中的夹杂问题奠定了基础+

:$

,

"

该椭圆异性夹杂模型及其相关模型通常被称为
3E;

@H7R

W

夹杂力学模型&它已成为固体力学的经典成

果之一"与
3E@H7R

W

夹杂的内场解相比&虽然前人

对基体的弹性场也做了大量的工作&但是研究并不

深入+

>

&

:>

,

"

实际上&外场的显式解析表达仍然是
3E@H7R

W

夹杂力学中未完善解决的理论问题之一"例如&由

于含有液体夹杂的弹性复杂模型可广泛用于岩石*

土体中微观应力分析&因此在
3E@H7R

W

夹杂力学框

架下&求解液体夹杂外场成为一个主要问题+

:?;:"

,

"

尽管该问题已引起诸多学者的关注&但是有关外场

的显式解析解的研究仍然很少"

与三维
3E@H7R

W

夹杂模型相比&二维
3E@H7R

W

夹杂模型简单又具有普遍性&同时仍能有效反映夹

杂内外的基本变形行为"此外&二维模型便于引入

更多的数学工具来分析外场&因此&本研究就着手探

讨平面椭圆异性夹杂问题"

处理平面椭圆异性夹杂问题主要有两种方法!

,

V676E6[;Z9EC@H7GE@[G7G

复势法+

:#

,

&利用保角映

射方法&外场解可表示为边界积分形式&然后外场进

一步表示为
Z9EC@H7GE@[G7G

复势的无限
,K9XHDA

级

数展开式+

:"

,

'

-

外场的
3E@H7R

W

张量法+

:>

,

&利用了

3E@H7R

W

等效夹杂法和内场的
3E@H7R

W

张量的概

念+

$

,

"

复势法是解决二维
3E@H7R

W

夹杂问题的有效方

法&但是复势的保角映射方法和
,K9XHDA

级数展开

!L:
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在实际应用中会得到渐近解或近似解"外场的
3E;

@H7R

W

张量公式可以用闭合解形式表达+

:>

,

&但是由

于内部场的
3E@H7R

W

张量表达式实际上是格林函数

法中总应变卷积公式的特解+

:

,

&要把这些公式推广

到外场&将会很复杂"因此&目前还没有二维
3E@H7;

R

W

椭圆夹杂外部变形场的完全显式解析表达"

这就促使我们寻求一种解决二维椭圆异性夹杂

外场问题的新方法"格林函数法在求解多种同性夹

杂问题时既方便又直观+

:

&

:L

,

&首先将无限平面固体

中点状特征应变的复势解作为影响函数&通过格林

函数法求出同性夹杂问题的复势"如果是异性夹

杂&可进一步利用等效特征应变原理+

:<

,

&将平面椭

圆异性夹杂问题转化为相应的同性夹杂&再利用这些

方法和已有的解&得到异性夹杂问题的复势+

:L

&

$%

,

&从

而得到夹杂系统的显式解析解"

本研究目的是得到二维
3E@H7R

W

椭圆夹杂外场

的一般显式解析解&详细地揭示夹杂体内外弹性场

的分布规律&为其在相关学科中的应用提供便利"

首先利用等效特征应变原理求解具有均匀特征应变

分布和远场载荷作用的椭圆异性夹杂内部场的应力

分布&然后用复变格林函数法推导椭圆夹杂外部场

的复势&最后进一步推导椭圆夹杂外部场的力学解"

作为应用&分别研究受内压作用的液体夹杂和受远

场纯剪切载荷作用的液体夹杂问题&以期解释土体

液化的微观机理及液体夹杂对土体滑坡的影响"此

外&对经典的
/D

U

7GE

椭圆孔问题+

:%

,进行了分析&推

导了其显式解析解&进一步证明本文所得一般显式

解析解的优势"

:

!

具有均匀特征应变分布和远场载荷

作用的椭圆异性夹杂

!!

本节首先给出了具有均匀特征应变分布的椭球

同性夹杂内部场的显式表达式及
3E@H7R

W

张量&然

后利用等效特征应变原理求解相应的椭圆异性夹杂

问题&得到了椭圆异性夹杂的一般解"

A@A

!

具有均匀特征应变分布的椭球同性夹杂和

6&*%4;

5

张量

!!

对于如图
$

所示具有特定的均匀特征应变分布

的椭球同性夹杂&根据
3E@H7R

W

的结果+

$

,

&内部场的

总应变可以表示为+

:

,

-

,

<

%

<

,

<

(?

-

%

(?

或
(%

<

(

%

&

!

!

-

Y

#

:

%

式中!

-

,

<

和
-

%

(?

分别为总应变和特征应变'

3E@H7R

W

张

量
<

,

<

(?

满足
<

,

<
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<

,(?

a<

,

<

?(

'位置坐标
!a!
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K
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"

图
$

中
-

%

,

<

为均匀特征应变&

8

:

*

8

$

*

8

>

为半主

轴&夹杂区域用
Y

表示"

图
$

!

具有特定均匀特征应变分布的椭球同性夹杂
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令半轴长度
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趋于无穷大&经过复杂计算#参
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张量的表达式可用于解决平面

问题"

A@?

!

椭圆异性夹杂内部场的解

为了求解具有均匀特征应变分布的椭球异性夹

杂问题&

3E@H7R

W

+

$

,提出等效夹杂法&该方法证明了

椭球异性夹杂问题可转化为椭球同性夹杂问题&如

图
>

所示&后者适用于均匀材料&很容易解决"针对

非椭球状夹杂和含非均匀特征应变分布的异性夹杂

问题&

ZK

和
V6XE9DEC

W

+

:<

,提出了基于虚功原理的

等效特征应变原理&该原理能够解决具有任意非均
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%原始异性夹杂系统
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%虚拟同性夹杂系统

图
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椭圆异性夹杂转换为椭圆同性夹杂
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根据等效特征应变原理+
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&可以将如图
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%所

示的具有均匀特征应变分布和远场载荷作用的椭圆

异性夹杂问题&转化为如图
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%所示的同性夹杂问

题"这一原理要求图
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%和图
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%中的夹杂内部

应力场和总应变场相同&由此可得异性夹杂
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对于含均匀特征应变分布的椭圆异性夹杂&式
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显然&此时得到的等效特征应变也是均匀的"
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夹杂外部应力场为
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式#
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%只是一个形式解&其主要问题是如何求

出应变
(

的表达式"

在本节中&利用等效特征应变原理&将异性夹杂

问题转化为相应的同性夹杂问题&得到具有均匀特

征应变分布和远场载荷作用的椭圆异性夹杂的内部

应力场表达式#

:%

%"得到的等效特征应变表达式

#

<

%将在下一节求解夹杂的外场时起关键作用"

$

!
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椭圆夹杂外部场的解

作为本文研究的核心&在这一节中&给出了位于

无限平面固体中的点状特征应变的基本解&然后将

其作为影响函数用格林函数法求解同性夹杂问题&

导出了夹杂外部场的通解"
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无限平面固体中位于
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处的点状特征应变如图
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所示&在
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坐标中&无限平面体中
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处的点状特
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处的特征应变"
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基于复变格林函数法的椭圆夹杂的复势

在图
>

#

R

%中&夹杂的等效特征应变和远场载荷

会引起弹性变形"由于线弹性变形遵循叠加原理&

因此同性夹杂中等效特征应变引起的应力势可通过

图
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无限平面固体中位于
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处的点状特征应变
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复变格林函数法得到&其影响函数为式#
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过对夹杂域
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将式#
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%代入式#
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%&得到图
>

#

R

%中由等效特

征应变引起的基体应力场&将式#

:#

%计算的应力解

与远场荷载相加&可得到外场的总应力解"式#

:#

%

是本研究获得的主要结果之一"

需要强调的是式#

:#

%适用于夹杂物为线性连续

介质&无论固体或液体"对于液体夹杂&只需让第一

拉梅常数&即式#

#

%中的剪切模量
'

:

趋于
%

&第二拉

梅常数
!

:

转换为液体的体积模量
)

:

#

)

:

a

!

:

%&因

此&压力与体积应变的关系仅由一个参数决定&不需

要额外的假设+

:?F:"

,

"此外&已有文献中的方法难以

解决既承受压力又承受远场载荷的情况&而本节和

第
:

节的公式可解决各种组合荷载条件下的问题"

这种处理方法同时适用于固体夹杂和液体夹杂

问题"

从计算过程可以看出&这种方法比之前提到的

其他方法简便得多"在第
>

节中&将通过两种典型

的液体夹杂情况进一步说明其优点&同时展示如何

用本节中的解来处理具体问题"
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加压椭圆液体夹杂的解

嵌于无限大弹性体中的加压椭圆液体夹杂模型

的应用也很广泛&例如松散土体中的内部孔隙*嵌入

页岩中的油或气穴"嵌于无限大平面固体中的加压

椭圆液体夹杂模型如图
!

所示&针对嵌于无限平面

固体中的加压椭圆液体夹杂&主要研究夹杂物周围

的应力场&其典型背景包括水力压裂工程+

$:F$$

,和土

体液化"

图
!

中液体夹杂内部压力为
$%

&夹杂区域用
Y

表示"

图
!

!

嵌于无限大平面固体中的加压椭圆液体夹杂模型
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所示的具有内压
$%

的

液体夹杂系统的无量纲应力分布"由图
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内压引起的液体夹杂系统中的无量纲应力分布
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较高的应力幅值表明其对系统影
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%应力集中越

大"因此&对于一个非常扁平的椭圆夹杂&即使压力
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很小&也会产生非常高的应力集中&而当
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趋于
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现有观点认为&土体液化是由于土体受到外力

振动&原本松散的土体受到压缩&内部孔隙减小&导

致空隙内水压升高&当水压升高至超过土体内承受

的外部压力时&将产生土体液化+

$>F$?

,

"本节的研究

结果对土体液化提供一个新的机理解释&即靠近液

体长轴端点处的土体应力集中&导致土体可能在该

处因强度丧失而提早破坏&从而引起土体液化"

?

!

远场剪切载荷作用下的椭圆液体

夹杂的解

!!

在本节中&主要从两个方面对远场剪切载荷作

用下的椭圆液体夹杂进行分析!

4A

W

7H

等+

:?

,的研究

表明&小的液体夹杂能够增强软固体的刚度&然而&

在宏观尺度上&液体夹杂对复合体系统剪切模量的

影响还不可知'土体滑坡是土力学中的一个重要研

究课题&其由剪切载荷引发+

$!F$"

,

&但是针对含有液

体的土体滑坡问题研究很少&微观力学分析可能会

为该问题提供一些新的研究思路"

如图
L

所示&受远场剪切载荷作用的椭圆液体

夹杂嵌于无限弹性平面固体中&图
L

中
+

n

:$

为远场剪

切载荷&箭头表示其方向&接下来将探讨上述液体夹

杂问题"

图
L

!

嵌于无限弹性平面固体受远场剪切载荷作用的椭圆

液体夹杂
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应力场
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这表明&液体夹杂不承受远场剪切载荷&因此&

远场剪切载荷将被重新分配并完全施加在基体材料

上&导致系统产生较大的剪切变形&或者可以理解为

液体夹杂的存在会减小复合系统的整体剪切模量"
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远场剪切载荷
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引起的液体夹杂系统中的无量纲应

力分布
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%可以看出&随着长短轴纵横比
/

的减
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轴的无量纲化剪应力
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变化"可以

看出&
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越小&沿
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轴的剪应力集中越大&随着
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的

减小&最大剪应力向长轴端点处移动"

图
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不同纵横比
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下的受远场剪切载荷作用夹杂外沿
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可以发现&本节中的公式并未涉及液体性质&这

意味着液体夹杂在这种载荷条件下相当于一个空

腔"实际上&该解与椭圆孔在远场剪切载荷作用下

的解相同&受远场剪切载荷作用的细长形液体夹杂

将导致夹杂周围产生应力集中&从而可能破坏基体"

研究表明!土体滑坡是滑坡体中存在宏观剪切

$<:
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夹杂外场的一般显式解析解
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作用&导致某个面的剪应力达到抗剪承载力*引发相

对滑动"本节的研究结果对含有液体的土体滑坡提

供一个新的机理解释&即液体夹杂的存在减小了系

统整体的剪切模量&且在远场剪切载荷作用下&靠近

液体长轴端点处的土体发生应力集中&因此对于含

有液体的土体滑坡问题&液体夹杂的存在会促进滑

坡的提早发生"
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远场拉伸载荷作用下
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椭圆孔

问题的解
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级数表达的渐进解+
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和
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裂纹表面能概念的提出开启了断裂力学

的新纪元"由于
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解是在曲线坐标系下表达

的&不便于使用&因此在本节中通过对这一问题重新

研究&获得其直角坐标系下的显式解析解简洁形式"
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论

异性夹杂力学是一个经典的固体力学问题&它的

应用意义不言而喻&但是对其的研究仍存在很多不

足"本文主要研究了二维
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂的

外场问题"利用等效特征应变原理和复变格林函数

法&得到了具有均匀特征应变分布的
3E@H7R

W

椭圆异

性夹杂在远场载荷作用下内外场的一般显式解析解"
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本文特别探讨了它在液体夹杂问题中的应用&

并将液体夹杂和固体夹杂统一到
3E@H7R

W

夹杂力学

框架内"研究表明&液体夹杂中的内压会导致长轴

端点处产生严重的应力集中&从而为土体液化提供

了一个新的机理解释"此外&在纯剪切荷载作用下&

剪切应力集中并不完全产生在长轴端点处&而是在

端点附近&并且液体夹杂的存在会减小系统整体的

剪切模量&这一研究揭示了液体夹杂对土体滑坡的

影响"最后&重新研究了著名的
/D

U

7GE

椭圆孔问题&

并给出了其在直角坐标系下的显式解析解"

本文得到的
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂问题的一般

解析解更简洁&期望它能为解决不同学科中的一系

列
3E@H7R

W

椭圆异性夹杂问题提供参考"
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